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1  عدد احاطه گري را براي گراف زیر مشخص و ادعاي خود را ثابت کنید.

،  منتظم است و اندازة آن  واحد کمتر از  برابر تعداد رأس هاي گراف است. مرتبۀ گراف را به  دست آورده و گراف  را رسم گراف   2
کنید. 

G−332G

گراف کامل  داراي  یال است. ابتدا  را به  دست آورید، سپس گراف را رسم کنید.  3Kp10p

.  مکمل این گراف چند یال ، تعداد عضو هاي همسایگی باز رأس هاي گراف عبارتند از:  در گراف  از مرتبۀ   4
دارد؟

Gp = 85, 4, 3, 3, 3, 2, 2, 2

آیا گرافی ساده و  - منتظم با  یال وجود دارد؟  51035

با  رأس  چند گراف ساده می توان ساخت به طوري که همسایگی باز رأس  حداقل  عضو داشته باشد؟  67a, b, c,d, e,f, ga4

در جاهاي خالی، عبارت ریاضی مناسب قرار دهید.  7

8یک گراف کامل  رأسی، .................. یال دارد.

10Δدر یک گراف از مرتبۀ  با  حداقل .................. رأس براي احاطۀ همۀ رئوس لازم است. = 3

Gpγ(G)اگر در گراف  از مرتبۀ  داشته باشیم  در این صورت،  برابر .................. است. = 1Δ(G)

ثابت کنید تعداد رأس هاي فرد هر گراف، عددي زوج است.  8

براي هر  دلخواه توضیح دهید که:  9

رأسی با عدد احاطه گري  رسم کنید که یک مجموعۀ احاطه گر یکتا با اندازة  داشته باشد؟ الف) چگونه می توانید یک گراف 

رأسی با عدد احاطه گري  رسم کنید که بیش از یک مجموعۀ احاطه گر با اندازة  داشته باشد؟ ب) چگونه می توانید یک گراف 

(n ≥ 4) n ∈ N

n22

n22

یک گراف کامل داراي  یال است. درجۀ هر رأس را بیابید.  1055

در گراف  مجموعۀ  مجموعۀ رأس ها می باشد. اگر مجموعۀ همسایگی هاي رأس ها به صورت زیر باشد:  11

 گراف  را رسم کنید.

آیا رأس هاي  مجاورند؟ آیا یال هاي  مجاور ند؟

GV = {a, b, c, d, e, f}

(a) = {b} , (b) = {a, c} , (c) = {b, e, d}NG NG NG

(d) = {e, c} , (e) = {c, d} , (f) = ∅NG NG NG

G

e, bcd, bc

d

a b

c

مجموعۀ رأس ها و یال هاي گراف مقابل را بنویسید.   12
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a

b c
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f

e  

گراف  به صورت مقابل رسم شده است. مجموعه هاي  و  را مشخص کنید. درجۀ رأس ها و بیشترین و  13
کمترین درجۀ رأس ها را بنویسید.

مجموعۀ همسایگی باز رأس ها را بنویسید.
 

G = (V ,E)EV
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تمام مجموعه هاي احاطه گر مینیمم را براي گراف زیر بنویسید.  14

e

a b

d

f

h

g

c

شکل مقابل، منطقه اي از یک شهر است. قرار است در برخی از تقاطع هاي این شهر دستگاه هاي خودپرداز به گونه اي نصب شود که اولاً: براي  15
راحتی شهروندان دستگاه ها به گونه اي نصب شوند که هر فرد در هر تقاطعی که قرار گرفته باشد، یا در همان تقاطع به دستگاه خودپرداز دسترسی داشته
باشد یا حداکثر با رفتن به یک تقاطع مجاور به دستگاه خودپرداز دسترسی پیدا کند. ثانیاً: به جهت صرفه جویی در هزینه ها با کمترین تعداد دستگاه

خودپرداز ممکن این کار صورت بگیرد. خودپردازها را در کدام تقاطع ها قرار دهیم؟

 

عدد احاطه گري گراف شکل مقابل را با ارائه راه حل، تعیین کنید.  16

گراف  را رسم کرده و تمام مسیرهاي به طول  را مشخص کنید.  17P53
a

bhg

c
j

fe

d  

عدد احاطه گري گراف زیر را مشخص و ادعاي خود را ثابت کنید.  18

a b

cd

e  

گراف  به صورت مقابل را در نظر بگیرید و به سؤالات زیر پاسخ دهید.  19G

γ(G) را مشخص کنید.

ب) اندازة گراف را تعیین کنید.

bمجموعۀ همسایگی بسته رأس  را بنویسید.

(d)اگر  باشد،  کدام رأس است؟ = {e, x, b}NGx

به سؤالات زیر کوتاه پاسخ دهید.  20
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C75گراف  را رسم کنید. سپس یک مسیر به طول  بنویسید.

 

NG(c)در گراف شکل زیر،  را با اعضا مشخص کنید.
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و با توجه به  داریم  و لذا  1  روش اول می دانیم   پس داریم   ؛ بنابراین 

. اما اگر  یعنی گراف یک رأس روش دیگر: این گراف با مجموعه دوعضوي  احاطه می شود. پس عدد احاطه گري این گراف کوچک تر یا مساوي  است؛ یعنی 

. دارد که تمام رئوس را احاطه می کند یعنی رأس از درجه  باید در گراف وجود داشته باشد که چنین رأسی وجود ندارد، لذا  بنابراین  ؛ در نتیجه 

 2

به یکی از دو گراف زیر داده می شود.

    

 3

 

  

 4

 5

گرافی با  رأس نمی تواند  منتظم باشد.

رأس  را کنار می گذاریم. با بقیۀ رأس ها،  گراف می توان ساخت. درجۀ رأس  بزرگ تر یا مساوي  است، پس:  6

 طبق اصل ضرب، تعداد گراف ها برابر است با:

  7

 

 رأس

شکل زیر را در نظر بگیرید:
v p

v

v

v
1

2

3

4

v
 

 رأس  ماکزیمم درجه است، بنابراین:

فرض کنیم  یک گراف و  مجموعۀ همۀ رئوس فرد گراف  و  مجموعۀ همۀ رئوس زوج گراف  باشد. در این صورت داریم:  8

| | ≤ γ(G)
n

Δ + 1
[ ] ≤ γ(G)

6
5

2 ≤ γ(G){a , d}γ(G) ≤ 2γ(G) = 2

{a d}2γ(G) ≤ 2γ(G) = 1

5γ(G) > 11 < γ(G) ≤ 2γ(G) = 2

q = 2p − 3 ⇒ = 2p − 3 ⇒ p = 6
3p
2

= 10
p(p − 1)

2
⇒ − p − 20 = 0p2 ⇒ (p − 5)(p + 4) = 0 ⇒ p = 5

deg = 5, deg = 4, ⋯ , deg = 2v1 v2 v8

deg = 2q → 5 + 4 + 3 + 3 + 3 + 2 + 2 + 2 = 2q ⇒ q = 12∑
i=1

8
vi

q(G) + q( ) = ⇒ 12 + q( ) = ⇒ q( ) = 16Ḡ
p(p − 1)

2
Ḡ

8 × 7
2

Ḡ

rp = 2q ⇒ 10p = 70 ⇒ p = 7

7−10

a=2
( )

6
2 215

a4

deg a = 4 5 6 → ( ) + ( ) + ( ) = یا22 یا
6
4

6
5

6
6

22 × = 11 × 2 × = 11 ×215 215 216

8 رأسی: تعداد یال ھای گراف کامل = 28
8 × 7

2
3

γ(G) = 1

v1Δ(G) = p − 1

GAGBG
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 از طرفی می دانیم که مجموع درجات رئوس یک گراف  عددي زوج است، یعنی  زوج و  زوج است. بنابراین تفاضل آنها نیز زوج خواهد شد.

بنابراین  زوج و نتیجه می شود که  عددي زوج است.

الف) کافی است گراف را به صورت یک زیرگراف ستاره اي و یک رأس تنها در نظر بگیریم. در این صورت، رأس وسط گراف ستاره اي و رأس تنها مجموعۀ احاطه گر را تشکیل می دهند.  9

ب) اگر گراف را به صورت مقابل در نظر بگیریم که شامل یک مثلث و یک گراف ستاره اي است، هر رأس گراف مثلث با رأس وسط گراف ستاره اي تشکیل یک مجموعۀ احاطه گر  عضوي
می دهند که این مجموعه یکتا نیست.

 

 10

 گراف کامل مرتبۀ  است، پس  منتظم است. یعنی درجۀ هر رأس  است.

 11

 رأس هاي  مجاور نیستند، زیرا بین این دو رأس یالی وجود ندارد.

دو یال  و  مجاور ند، زیرا هر دوي آنها به رأس  متصل هستند.

a

b

c

d

e

f

 12

 13

مجموعه هاي احاطه گر مینیمم براي این گراف  عضو دارند. یعنی:  14

 

 اگر رأس  را ملاك قرار دهیم، این رأس با هر رأس دیگر به جز  و  یک مجموعۀ احاطه گر با  عضو می سازد.

 اگر رأس  را ملاك قرار دهیم:

 

 اگر رأس  را ملاك قرار دهیم:

 

deg(v)∑
v∈V(G)

= deg(v) + deg(v)∑
v∈A

∑
v∈B

Gdeg(v)∑
v∈V(G)

deg(v)∑
v∈B

deg(v)∑
v∈A

n(A)

2

q = ⇒ 55 = ⇒ p(p − 1) = 110 = 11 × 10 ⇒ p = 11
p(p − 1)

2
p(p − 1)

2
11(11 − 1) = 1010

e, b

bccdc

V = {a, b, c, d}

E = {ad, da, ab, db, bc}

V = {a, b, c, d, e, f}

E = {ab, ac, ae, bc, be, bd, cd, cf , de}

deg a = 3

deg b = 4

deg c = 4 Δ = 4 , δ = 1

deg d = 3

deg e = 3

deg f = 1

(a) = {b, c, e} , (b) = {a, c, d, e}NG NG

(c) = {a, b, d, f} , (d) = {b, c, e}NG NG

(e) = {a, b, d} , (f) = {c}NG NG

2

γ(G) = 2

aeb2

{a, c}, {a, d} → حالت2

e

{e, c}, {e, d}, {e, b} → حالت3

b

{b, d}, {b, c} → حالت2

2 + 3 + 3 = 8¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄
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 15
 گراف معادل این منطقه این گونه است:

اگر خودپردازها را در رئوس  نصب کنیم به هدف رسیده ایم. توجه شود که مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر است.

 

d

a b c

f g

h

e

. ،  حداقل دو تا از آنها باید در مجموعه احاطه گر باشند، زیرا   ،  ،  ، براي احاطه کردن رئوس   16

. از . بنابراین حداقل سه رأس باید در هر مجموعه احاطه گري از گراف باشد، یعنی  ،  حداقل یکی از آنها باید انتخاب شوند، زیرا،   ، براي احاطه کردن رئوس 

. . بنابراین  طرفی مجموعۀ  یک مجموعه احاطه گر است. لذا 

شکل زیر را در نظر بگیرید:  17

a db c e

P5  

. بنابراین . از طرفی مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر براي گراف است. لذا  براي گراف مورد سؤال داریم:   18

.

  19

گراف  فاقد رأسی است که با تمام رأس هاي دیگر مجاور باشد. از طرفی مجموعۀ  قادر به احاطۀ تمام رأس هاي گراف است، پس عدد احاطه گري گراف برابر  است.

تعداد یال هاي گراف همان اندازة گراف است؛ داریم:

 

 

 20

مسیر: 

 

b , fA = {b , f}

abcdg[ ] = 2
5

3 + 1

efh[ ] = 1
3

3 + 1
γ(G) ≥ 3

D = {a, c, e}γ(G) ≤ 3γ(G) = 3

abcd , bcde

⌈ ⌉ ≤ γ(G) ⇒ ⌈ ⌉ = 3 ≤ γ(G)
n

Δ + 1
10

3 + 1
{g, h, d}γ(G) ≤ 3

γ(G) = 3

G{b, e}2

q = 6

[b] = {b, a, c, d}NG

}
(d) = {b, c, e}N

G

: (d) = {e, x, b}فرض سؤال N
G

⇒ x = v

a b c d e f

(c) = {b, d}NG
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