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سيد بهروز پرتوي

نشان دهید چندجمله‌ای  بر دوجمله‌ای  بخش‌پذیر است.   1f(x) = ۲ + ۵ − ۳x − ۱۰x۳ x۲x + ۲
به سوالات زیر پاسخ دهید.   2

(آ  (ب lim
x→۱

x − x−−√

(x − ۱)(x + ۲)
lim

x→۰−

[x]

sin x

با استفاده از نمودار تابع  ، حدهای خواسته شده را بنویسید.

 (آ

 (ب

 

y

x

y=f (x (
2-

1- 0

y = f(x)

f(x)lim
x→+∞

f(x)lim
x→−۱+

چند‌جمله‌ای  را برحسب عامل  تجزیه کنید.   3− ۱x۶(x + ۱)

مقادیر  و  را طوری تعیین کنید که چند‌جمله‌ای  بر  و  بخش‌پذیر باشد.   4ab+ a + bx + ۱x۳ x۲x − ۲x + ۱
حد‌های زیر را محاسبه کنید:   5

 )الف

 )ب

lim
x→−∞

۴ − ۲x۴ x۲

− + ۲x۳

‌ lim
x→+∞

۵ − ۲x + ۳x۱۰
− −−−−−−−−−−

√

+ ۲x۶
− −−−−

√

 

با توجه به شکل مقابل حد تابع  در نقطۀ  برابر است با  .................. .   6f(x) =
۱

∣x∣
x = ۰

نمودار تابع با ضابطۀ  از نقطۀ  می گذرد،  چقدر است؟   7f(x) =
ax + ۱ + ۴ + ۹x۲

− −−−−−
√

۳x − ۲
(۲, ۱)f(x)lim

x→+∞

حدود زیر را محاسبه کنید.   8

lim
x→۱

۲ + ۵ + ۲x − ۹x۳ x۲

۴ + ۷x − ۱۱x۲

1



lim
x→۴

− ۱۶x۲

|x − ۴|

lim
x→−۲

۲ + ۳ + ۴x۳ x۲

+ ۸x۳

lim
x→۱

۴ + ۳x − ۷x۲

− ۲x + ۱x۲
− −−−−−−−−−

√

lim
x→۵

۲ − x − ۱− −−−−√

x − ۵
جای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.   9

f(x)اگر باقی‌ماندۀ تقسیم  بر  برابر با  باشد، مقدار  برابر .................. است. = + kx − ۱x۲(x + ۱)۲k

حاصل حدهای زیر را به‌ دست آورید.   10

lim
x→۳+

[x] − ۲
۳ − x

( − )lim
x→+∞

۳x + ۱
x − ۵

۲
x

در جاهای خالی عبارت ریاضی مناسب را انتخاب کنید.   11

p(x)چندجمله‌ای  بر دو جمله‌ای .................. بخش‌پذیر است.  = ۲ + + ۱x۳ x۲((x + ۱), (x − ۱))

، آنگاه  و  را بیابید.  اگر    12= −۲lim
x→±∞

۲ + m + − ۱xn x۳ x۲

۴ + − ۳x۳ x۲
mn(n ∈ N)

، آنگاه حدود  را بیابید. اگر    13(m + − ۷x) = +∞lim
x→−∞

x۲ (x + ۲)۲
m

حاصل حدهای زیر را بیابید. ) نماد جزء صحیح است.(   14[ ]

[ ]lim
x→(− )π

۲
−

x + ۱
tan x

[ ]lim
x→(− )π

۲
+

۲ − x

tan x

حاصل حدهای زیر را بیابید.   15

lim
x→۳

+ x − ۱۲x۲

(x − ۳)۲

lim
x→−۲

− ۴x۲

+ ۴x + ۴x۲

حاصل حدهای زیر را بیابید. ) نماد جزء صحیح است.(   16[ ]
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[ ]lim
x→+∞

۳x + ۱
x + ۲

حاصل عبارت زیر را به دست آورید.

‌[ ]lim
x→−∞

x + ۲
x − ۱

حاصل  را به‌ازای مقادیر مختلف  به‌ دست آورید.   17lim
x→+∞

+ ۳ − + ۱xn x۴ x۲

۲ − + ۵xn x۴
(n ∈ N) n

عبارت  بر کدام عبارت همواره بخش‌پذیر است؟   18

 )                                                                       )

 )                                                                        )

+ ۱x۲۴

۱+ ۱x۱۲۲+ ۱x۳

‌۳+ ۱x۶۴+ ۱x۸

حاصل هر یک از حدهای زیر را به‌دست آورید.   19

lim
x→۰

−۲ + sin x
− −−−−−−√ ۲ − sin x

− −−−−−−√

۳x

lim
x→۱+

+ x − ۱− ۱x۲
− −−−−

√

+ − ۱۴x − ۴− −−−−−√ x۲

lim
x→۳−

۳ − [x]

x − ۳
− ۶x + ۹x۲

− −−−−−−−−−
√

درستی يا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنيد.   20

، یک همسایگی  است. ۲)بازه  , ۵)۴
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  1

‌چون باقی‌مانده تقسیم برابر صفر شده در نتیجه  بر  بخش‌پذیر است.

    2

  (آ

   (ب

 

‌  (آ

 (ب

  3

 زوج

‌

  4

  5

 )الف

 )ب

با توجه به نمودار هر چه  به صفر نزدیک‌تر می‌شود )چه از راست و چه از چپ(، مقادیر  به سمت  میل می‌کند.    6

  7

    

۲ + ۵ − ۳x − ۱۰x۳ x۲

−(۲ + ۴ )x۳ x۲

− ۳x − ۱۰x۲

−( + ۲x)x۲

−۵x − ۱۰
−(−۵x − ۱۰)

۰

∣

∣
∣

x + ۲
۲ + x − ۵x۲

f(x)(x + ۲)

lim
x→۰−

[x]

sin x
= = +∞

−۱

۰−

=lim
x→۱

x − x−−√

(x − ۱)(x + ۲)

۰
۰

→ ×lim
x→۱

x − x−−√

(x − ۱)(x + ۲)

x + x−−√

x + x−−√
= lim

x→۱

( − x)x۲

(x − ۱)(x + ۲)(x + )x−−√

= lim
x→۱

x(x − ۱)

(x − ۱)(x + ۲)(x + )x−−√
= =

۱
(۳)(۲)

۱
۶

f(x) = −۲lim
x→+∞

f(x) = +∞lim
x→−۱+

n, ( − ۱) = (x + ۱) ⋅ ( − + ⋯ − ۱)xn xn−۱ xn−۲ xn−۳

− ۱ = (x + ۱)( − + − + x − ۱)x۶ x۵ x۴ x۳ x۲

f(x) = + a + bx + ۱x۳ x۲

x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲ ⇒ r = f(۲) = ۰ ⇒ + a × + b × ۲ + ۱ = ۰۲۳ ۲۲

⇒ ۸ + ۴a + ۲b + ۱ = ۰ ⇒ ۴a + ۲b = −۹ (۱)

x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱ ⇒ r = f(−۱) = ۰ ⇒ (−۱ + a(−۱ + b(−۱) + ۱ = ۰)۳ )۲

⇒ −۱ + a − b + ۱ = ۰ ⇒ a − b = ۰ ⇒ a = b

۴a + ۲a = −۹ ⇒ a = − ⇒ a = b = −−→
(۱) ۳

۲
۳
۲

‌ = = (−۴x) = −۴(−∞) = +∞lim
x→−∞

۴ − ۲x۴ x۲

− + ۲x۳
lim

x→−∞

۴x۴

−x۳
lim

x→−∞

‌ = ‌ = = (+∞) = +∞lim
x→+∞

۵ − ۲x + ۳x۱۰
− −−−−−−−−−−

√

+ ۲x۶
− −−−−

√
lim

x→+∞

۵x۱۰
− −−−

√

x۶−−√
lim

x→+∞
۵
−−

√ x۲ ۵
−−

√

xf(x)+∞

+∞

f(x) =
ax + ۱ + ۴ + ۹x۲

− −−−−−
√

۳x − ۲
۱ =−→−

y=۱

x=۲ ۲a + ۱ + ۵
۴

⇒ ۲a + ۶ = ۴ ⇒ ۲a = −۲ ⇒ a = −۱
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  8

مبهم 

‌برای رفع ابهام، صورت و مخرج را بر عامل ابهام یعنی  تقسیم می‌کنیم.

‌

 :پس

 مبهم 

‌بنابراین تابع در  حد ندارد.

مبهم 

‌برای رفع ابهام، صورت را بر عامل ابهام یعنی  تقسیم می‌کنیم و در مخرج از اتحاد چاق‌ولاغر استفاده می‌کنیم.

‌

‌ :پس

‌

⇒ f(x) = = = = =lim
x→+∞

lim
x→+∞

−x + ۱ + ۴ + ۹x۲
− −−−−−

√

۳x − ۲
lim

x→+∞

−x + |۲x|

۳x
lim

x→+∞

−x + ۲x

۳x
lim

x→+∞

x

۳x

۱
۳

=lim
x→۱

۲ + ۵ + ۲x − ۹x۳ x۲

۴ + ۷x − ۱۱x۲

۰
۰

x − ۱

۲ + ۵ + ۲x − ۹x۳ x۲

−۲ + ۲x۳ x۲

۷ + ۲x − ۹x۲

−۷ + ۷xx۲

۹x − ۹
−۹x + ۹

صفر

∣

∣
∣

x − ۱
۲ + ۷x + ۹x۲

و ۴ + ۷x − ۱۱x۲

−۴ + ۴xx۲

۱۱x − ۱۱
−۱۱x + ۱۱

صفر

∣

∣
∣

x − ۱
۴x + ۱۱

=lim
x→۱

۲ + ۵ + ۲x − ۹x۳ x۲

۴ + ۷x − ۱۱x۲
lim
x→۱

(x − ۱)(۲ + ۷x + ۹)x۲

(x − ۱)(۴x + ۱۱)

= = =lim
x→۱

۲ + ۷x + ۹x۲

۴x + ۱۱
۱۸
۱۵

۶
۵

→ =lim
x→۴

− ۱۶x۲

|x − ۴|
lim
x→۴

(x + ۴)(x − ۴)

| |x − ۴
  

۰

=lim
x→۴

− ۱۶x۲

|x − ۴|

۰
۰

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= = ۸lim
x→۴+

(x + ۴)(x − ۴)

| |x − ۴
  

+

lim
x→۴+

(x + ۴)(x − ۴)

(x − ۴)

= = −۸lim
x→۴−

(x + ۴)(x − ۴)

| |x − ۴
  

−

lim
x→۴−

(x + ۴)(x − ۴)

−(x − ۴)

x = ۴

=lim
x→−۲

۲ + ۳ + ۴x۳ x۲

+ ۸x۳

۰
۰

x + ۲

+ = (a + b)( + − ab)a۳ b۳ a۲ b۲

۲ + ۳ + ۴x۳ x۲

−۲ − ۴x۳ x۲

− + ۴x۲

+ ۲xx۲

۲x + ۴
−۲x − ۴

صفر

∣

∣
∣

x + ۲
۲ − x + ۲x۲

=lim
x→−۲

۲ + ۳ + ۴x۳ x۲

+ ۸x۳
lim

x→−۲

(x + ۲)(۲ − x + ۲)x۲

(x + ۲)( + ۴ − ۲x)x۲

= = = ۱lim
x→−۲

۲ − x + ۲x۲

+ ۴ − ۲xx۲

۱۲
۱۲

5

حدو پیوستگی ) تشریحی(

سيد بهروز پرتوي



مبهم 

‌برای رفع ابهام، صورت را بر عامل ابهام یعنی  تقسیم می‌کنیم و چون داخل قدرمطلق، صفر شده است باید حد راست و حد چپ را محاسبه کنیم.

‌

‌ :پس

 

‌بنابراین تابع در  حد ندارد.

‌مبهم 

‌برای رفع ابهام ،عبارت را در مزدوج صورت، ضرب و تقسیم می‌کنیم.

‌

‌‌

    9

. می‌دانیم باقی‌ماندۀ تقسیم چندجمله‌ای  بر  عبارت است از 

 

  

    10

با توجه به اینکه  داریم:

‌

با استفاده از قاعدۀ پرتوان برای کسر اول و همچنین  داریم:

‌

  11

 داریم: با توجه به قاعدۀ پرتوان:    12

‌

= = =lim
x→۱

۴ + ۳x − ۷x۲

− ۲x + ۱x۲
− −−−−−−−−−

√
lim
x→۱

۴ + ۳x − ۷x۲

(x − ۱)۲
− −−−−−−

√
lim
x→۱

۴ + ۳x − ۷x۲

|x − ۱|

۰
۰

x − ۱

۴ + ۳x − ۷x۲

−۴ + ۴xx۲

۷x − ۷
−۷x + ۷

صفر

∣

∣
∣

x − ۱
۴x + ۷

=lim
x→۱

۴ + ۳x − ۷x۲

|x − ۱|
lim
x→۱

(x − ۱)(۴x + ۷)

|x − ۱|

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= = ۱۱lim
x→۱+

(x − ۱)(۴x + ۷)

| |x − ۱
  

+

lim
x→۱+

(x − ۱)(۴x + ۷)

(x − ۱)

= = −۱۱lim
x→۱−

(x − ۱)(۴x + ۷)

| |x − ۱
  

−

lim
x→۱−

(x − ۱)(۴x + ۷)

−(x − ۱)

x = ۱

=lim
x→۵

۲ − x − ۱
− −−−−

√

x − ۵
۰
۰

× =lim
x→۵

۲ − x − ۱
− −−−−

√

x − ۵

۲ + x − ۱
− −−−−

√

۲ + x − ۱
− −−−−

√
lim
x→۵

۴ − (x − ۱)

(x − ۵)(۲ + )x − ۱
− −−−−

√

= = = =lim
x→۵

−x + ۵

(x − ۵)(۲ + )x − ۱
− −−−−

√
lim
x→۵

−(x − ۵)

(x − ۵)(۲ + )x − ۱
− −−−−

√
lim
x→۵

−۱

۲ + x − ۱
− −−−−

√

−۱
۴

−۲

f(x)ax + br(x) = f(− )
b

a

x + ۱ = ۰ → x = −۱

r(x) = f(−۱) = ۲ ⇒ ۱ − k − ۱ = ۲ ⇒ k = −۲

[x] = ۳lim
x→۳+

= = = −∞
[ ] − ۲۳+

۳ − ۳+

۳ − ۲

۰−

۱

۰−

= ۰lim
x→+∞

۲
x

( − ۰) = ۳ − ۰ = ۳lim
x→+∞

۳x

x

(x + ۱)

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

= −۲lim
x→±∞

۲ + m + − ۱xn x۳ x۲

۴ + − ۳x۳ x۲
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در کل باید  باشد.

    14

  داریم:‌ با توجه به نمودار تابع 

y

xπ
2

π- -

  داریم:‌ با توجه به نمودار تابع 

y

xπ
2

π- -

 

‌

     15

با تجزیه صورت تابع داریم: 

‌

‌ حد چپ

‌ حد راست

با تجزیه صورت و مخرج تابع داریم: 

‌

۱ ) n < ۳ ⇒ = = −۲ ⇒ m = −۸ ⇒ n < ۳ , m = حالت۸− lim
x→±∞

mx۳

۴x۳

m

۴
جواب

۲ ) n = ۳ ⇒ = = = حالت‌۲− lim
x→±∞

۲ + mx۳ x۳

۴x۳
lim

x→±∞

(۲ + m) x۳

۴x۳

۲ + m

۴

⇒ ۲ + m = −۸ ⇒ m = −۱۰ ⇒ n = ۳ , m = −۱۰ جواب

۳ ) n > ۳ ⇒ = ±∞ حالت→ lim
x→±∞

۲xn

۴x۳
غیرقابل‌قبول

m + + ۴x + ۴ − ۷x = ((m + ۱) − ۳x + ۴) = +∞lim
x→−∞

x۲ x۲ lim
x→−∞

x۲

۱ ) m = −۱ ⇒ (−۳x + ۴) = (−۳x) = −۳ (−∞) = حالت∞+ lim
x→−∞

lim
x→−∞

قابل قبول است.

۲ ) m ≠ −۱ ⇒ ((m + ۱) − ۳x + ۴) = (m + ۱) = (m + حالت(۱ lim
x→−∞

x۲ lim
x→−∞

x۲ (−∞)۲

⇒ (m + ۱) (+∞) = +∞ ⇒ m + ۱ > ۰ ⇒ m > −۱
m ≥ −۱

y = tan x

tan x = +∞ , tan x = −∞lim
x→(− )π

۲
−

lim
x→(− )π

۲
+

[ ] = [ ] = [ ] = −۱lim
x→(− )

π

۲
−

x + ۱
tan x

− + ۱π

۲

+∞
۰−

y = tan x

tan x = +∞ , tan x = −∞lim
x→(− )

π

۲
−

lim
x→(− )

π

۲
+

[ ] = [ ] = [ ] = [ ] = −۱lim
x→(− )

π

۲
+

۲ − x

tan x

۲ − (− )π

۲

−∞

۲ + π

۲

−∞
۰−

= ⇒ =lim
x→۳

+ x − ۱۲x۲

(x − ۳)
۲

۰
۰

lim
x→۳

(x − ۳)(x + ۴)

(x − ۳)
۲

lim
x→۳

x + ۴
x − ۳

= = = = −∞lim
x→۳−

x + ۴
x − ۳

۳ + ۴
۳ − ε − ۳

۷

۰−

= = = = +∞ →lim
x→۳+

x + ۴
x − ۳

۳ + ۴
۳ + ε − ۳

۷

۰+ پس تابع در این نقطه حد ندارد

= ⇒ =lim
x→−۲

− ۴x۲

+ ۴x + ۴x۲

۰
۰

lim
x→−۲

(x − ۲)(x + ۲)

(x + ۲)
۲

lim
x→−۲

x − ۲
x + ۲
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، حال باید ببینیم کسر  چگونه به  میل می‌کند، برای این کار  برابر مخرج را در صورت ایجاد می‌کنیم. می‌دانیم 

، حال باید ببینیم کسر  چگونه به یک میل می‌کند، برای این کار مخرج را در صورت ایجاد می‌کنیم. می‌دانیم 

  17
با توجه به قاعده پرتوان داریم: 

 : قاعدۀ پرتوان 
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می‌دانیم  درصورتی که  فرد باشد بر  بخش‌پذیر است پس  را به صورت توان فرد در می‌آوریم.
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درست

⇒
= = = = حدچپ∞+ lim

x→(−۲)−
x−۲
x+۲

−۲−۲
−۲−ε+۲

−۴

۰−

= = = = حدراست∞− lim
x→(−۲)+

x−۲
x+۲

−۲−۲
−۲+ε+۲

−۴

۰+

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
پس تابع در این نقطه حد ندارد

= ۳lim
x→+∞

۳x + ۱
x + ۲

۳x + ۱
x + ۲

۳۳

[ ] = [ ] = [ − ] = [۳ − ]lim
x→+∞

۳x + ۱
x + ۲

lim
x→+∞

۳x + ۶ − ۵
x + ۲

lim
x→+∞

۳ (x + ۲)

x + ۲
۵

x + ۲
lim

x→+∞

۵
x + ۲

= [۳ − ] = [۳ − ] = [۳ − ε] = ۲
۵

+∞
۰+

= ۱lim
x→−∞

x + ۲
x − ۱

x + ۲
x − ۱

[ ] = [ ] = [ + ] = [۱ + ]lim
x→−∞

x + ۲
x − ۱

lim
x→−∞

x − ۱ + ۳
x − ۱

lim
x→−∞

x − ۱
x − ۱

۳
x − ۱

lim
x→−∞

۳
x − ۱

= [۱ + ] = [۱ + ] = [۱ − ε] = ۰
۳

−∞
۰−

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−۱ −→
∼

xn

lim
x→+∞

+ ۳ − + ۱xn x۴ x۲

۲ − + ۵xn x۴
=

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= −۳−→−
n<۴

lim
x→+∞

۳x۴

−x۴

= = ۴−→−
n=۴

lim
x→+∞

+ ۳x۴ x۴

۲ −x۴ x۴
lim

x→+∞

۴x۴

x۴

=−→−
n>۴

lim
x→+∞

xn

۲xn

۱
۲

۴+ ۱ = ( + ۱ = ( + ۱)( )x۲۴ x۸)۳ x۸

+ ۱xnnx + ۱x۲۴

×lim
x→۰

−۲ + sin x
− −−−−−−

√ ۲ − sin x
− −−−−−−

√

۳x

+۲ + sin x
− −−−−−−

√ ۲ − sin x
− −−−−−−

√

+۲ + sin x
− −−−−−−

√ ۲ − sin x
− −−−−−−

√
  

A

= lim
x→۰

+ sin x − + sin x۲ ۲

(۳x)(A)
= = = =lim

x→۰

۲
۳A

۲

۳ × ۲ ۲
−−

√

۱

۳ ۲
−−

√

۲
−−

√

۶

=lim
x→۱+

+ x − ۱− ۱x۲
− −−−−

√

+ − ۱۴x − ۴
− −−−−−

√ x۲
lim
x→۱

+ x − ۱x − ۱
− −−−−

√ x + ۱
− −−−−

√

۲ + (x − ۱)(x + ۱)x − ۱
− −−−−

√
= =lim

x→۱

( + )x − ۱
− −−−−

√ x + ۱
− −−−−

√ x − ۱
− −−−−

√

(۲ + (x + ۱))x − ۱
− −−−−

√ x − ۱
− −−−−

√

۲
−−

√

۲

lim
x→۳−

۳ − [x]

x − ۳
− ۶x + ۹x۲

− −−−−−−−−−
√ = lim

x→۳−

۳ − [ ]۳−

x − ۳
(x − ۳)۲
− −−−−−−

√

|x − ۳|lim
x→۳−

۱
x − ۳

= = −۱lim
x→۳−

−(x − ۳)

x − ۳
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