
نام و نام خانوادگی:

نام آزمون: حدو پیوستگی ( تستی)
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سید بهروز پرتوي

با شرط   مقدار  کدام است؟  1

صفر

= 3 , m > 4, n < 2lim
x→∞

+ nx + mn2xm−3

m + mx − 3x−n+3
m– n

6918

، بازة  یک همسایگی عدد  می باشد؟ به ازاي کدام مجموعۀ مقادیر   2x(x + 1, 2x − 1)3

∅{2}2 < x < 2٫51٫5 < x < 2

حاصل  کدام است؟  3lim

x→
3π

4

x − 1tan2

cos 2x

−2
1
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12

در تابع با ضابطه ي   ، اگر   باشد، آنگاه   ، کدام است؟  4f(x) =
2x + − 3xx2

− −−−−−
√

a − 6xn
f(x) = −lim

x→+∞

1
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f(x)lim
x→−1

−
1
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−
1
8

1
4

1
3

خارج قسمت تقسیم  بر  را بر  تقسیم کرده ایم، باقی مانده کدام است؟  5f (x) = + 5 + 3x − 2x
8

x
7x + 1x − 1

8−8−99

، در نقطه ي  پیوسته است؟ ، به ازاي کدام مقدار  تابع با ضابطه ي   6f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x − 2x
−−√

2 − x

a

;

;

x ≠ 2

x = 2
ax = 2

−2−1−
1
2

1

اگر  و  هر دو در نقطه  پیوسته باشند، آنگاه کدام بیان درست است.  7

الزاماً تابع  در  پیوسته است. ممکن است در  پیوسته نباشد.

الزاماً  و  هر دو در  پیوسته اند.   یا  ممکن است در  پیوسته نباشند.

f + gf − gx0

fogx0f ⋅ gx0

fgx0fgx0

چهارمین ناپیوستگی  با طول مثبت، کدام است؟  8y = [ ]
15

2x + 1
1
8

11
8

2
11

2

باقی ماندة تقسیم عبارت  بر عبارت  برابر صفر است، حاصل جمع صفرهاي تابع  کدام است؟  9p(x) = − + kx + 4x3 x2
x − 2p

−2213

، آنگاه حاصل  کدام است؟ اگر   10

صفر

f(x) = −∞lim
x→−4

lim
x→−4

x + 2
f(x)

+∞−∞−2

1



مجموع حد راست و حد چپ کدام است؟ در تابع جزءصحیح  وقتی    11f(x) = [ ] + [ ]
x

2
x

5
x → 10

−12212−2

حاصل  کدام است؟  12lim
x→(−2)+

x + 2
x + 2− −−−−√

∞−220

تابع   مفروض است. اگر  باشد، آن گاه،  کدام است؟  13

3

f(x) =
+ ax + bx2

x + 3 − 4x−−√
f(x) = 3lim

x→1
a − b

1284

، همسایگی چپ نقطه  و همسایگی متقارن نقطۀ  باشد، حاصل  کدام است؟ اگر بازة  همسایگی راست نقطۀ   14(−2, 5)abc− 2b + ca2

−
9
2

9
2

−
3
2

3
2

مقدار حد عبارت  کدام است؟  15lim
x→4

(x − 4)3

( − 2)x−−√
3

41664256

تابع  در بازة  پیوسته است. حاصل  کدام گزینه است؟  16f(x) :

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

bx − [x]

a cos( (x))π

2

− 1x2

2x − b[−x]

1 ≤ x < 2

−1 < x < 1

−2 < x ≤ −1

(−2, 2)a × b

6
π

−
6
π

3
π

−
3
π

اگر تابع با ضابطه   و   در نقطه  پیوسته باشد.  کدام است؟ ([  ] ، نماد  17

جزء صحیح است.)

f(x) =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪
; x > 0

1 − cos 2x
− −−−−−−−√

sin x
a + 2[x] ; x < 0

f(0) = bx = 0a + b

2 − 22√2 2√2 + 22√−2 + 2√

، آن گاه حاصل  کدام است؟ اگر   18f(x) =
2x|x| − 5x2

− 4x2
(fof)(x)lim

x→2+

−7−5−3−2
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چون جواب حد، عددي غیر از صفر شده است بنابراین بزرگترین توان   صورت و مخرج باید با هم برابر باشند.  1

بزرگترین توان  صورت برابر  است  

بزرگترین توان  مخرج برابر  است.  

  بزرگترین توان  مخرج  بزرگترین توان  صورت

در صورتی بازه براي یک عدد همسایگی محسوب می شود که آن عدد درون بازه باشد.  2
پس:

  

 3

توجه کنید  می باشد.

 4

چون جواب حد، عدد شده است پس بزرگترین توان  صورت و مخرج با هم برابرند یعنی  پس داریم:

خارج قسمت تقسیم  بر  را  در نظر می گیریم و ابتدا باقی مانده  بر  را می یابیم.  5

 
 حال رابطۀ تقسیم را می نویسیم:

 

 براي یافتن باقی مانده  بر  داریم:

 

 6

شرط پوسیدگی تابع  در  این است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در     موجود و متناهی و باهم برابر باشند.

پس  است

چون  و  در  پیوسته هستند بنابراین مجموع و تفاضل آن ها نیز در  پیوسته است. یعنی:  7

x

xm– 3m > 4 → m − 3 > 1 →

x−n + 3n < 2 → −n > −2 → −n + 3 > 1 →

→ m − 3 = −n + 3 → m + n = 6x=x

= = 3 → = 3m → m =lim
x→∞

⋅n2 xm−3

m ⋅ x−n+3

n2

m
n2 n2

3

+ n = 6 → + 3n − 18 = 0 → (n + 6)(n − 3) = 0− →−−−
m+n=6 n2

3
n2

→ {
n = −6 → m = 12 → m − n = 18
n = 3 غ ق ق (n < 2)

x + 1 < 3 < 2x − 1 ⇒ { x + 1 < 3 → x < 2
2x − 1 > 3 → x > 2

∅− →−−
اشتراک

= = = = −2lim
x→

3π

4

x − 1tan2

cos 2x
lim

x→
3π

4

x − xsin2 cos2

x( x − x)cos2 cos2 sin2
lim

x→
3π

4

−1
xcos2

−1
1
2

tan = −1
3π

4

= =lim
x→+∞

2x + − 3xx2
− −−−−−

√

a − 6xn
= ===

پرتوان
lim

x→+∞

2x + x2−−√

axn
lim

x→+∞

2x + | |x
 +

axn
lim

x→+∞

3x

axn

xn = 1

= = − → a = −6lim
x→+∞

3x

ax

3
a

1

2

f(x) = = = =lim
x→−1

lim
x→−1

2x + − 3xx2
− −−−−−−

√

−6x − 6

0

0
− →−−
HOP

lim
x→−1

2 +
1(2x − 3)

2 − 3xx2
− −−−−−−

√

−6

2 −
5
4

−6

−1

8

f(x)x + 1q(x)f(x)x + 1

x + 1 = 0 ⇒ x = −1 ⇒ = f (−1) = 1 − 5 − 3 − 2 = باقی مانده9−

f (x) = + 5 + 3x − 2 = (x + 1) q (x) − 9 (1)x8 x7

q(x)x − 1
x − 1 = 0 ⇒ x = 1 ⇒ = q باقی مانده(1)

x = 1 1 + 5 + 3 − 2 = 2q (1) − 9 ⇒ 2q (1) − 9 = 7 ⇒ q (1) = 8−→
(1)

x − 1 q (x) = q (1) = بر8 باقی ماندۀ تقسیم

fx = a

= = = −lim f(x)
x→2

lim
x→2

x − 2x
−−

√

2 − x

0
0

−→−
Hop

lim
x→2

1 −
1(2)

2 2x
−−

√

−1
1
2

f(2) = a = −
1
2

f + gf − gx0x0
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تابع  روي  اکیداً یکنواست؛ پس در هر نقطه که  عددي صحیح است، تابع  ناپیوسته است.      8

این نقاط محل تلاقی نمودار تابع  و خطوط  است.

با توجه به شکل، چهارمین نقطۀ ناپیوستگی، محل تلاقی نمودار  و خط  است:

  

x

y

15
14
13
12
11

1
2 3

4

1
2-

توجه:
طول نقاط ناپیوستگی را می توان چنین به دست آورد:

   

، باید  باشد، به ازاي  تا  داریم: از آنجا که 

پس چهارمین نقطۀ ناپیوستگی  است.

 9

، داریم: با توجه به اینکه   10

 11

 12

y = (f + g) + (f − g) = 2f : ⇒ f پیوستھ: x0 در پیوستھ x0 در

y = (f + g) − (f − g) = 2g : ⇒ g پیوستھ: x0 در پیوستھ x0 در

f(x) =
15

2x + 1
(0 ,  + ∞)

15
2x + 1

[f ]

fy = k

fy = 11

= 11
15

2x + 1
 ⇒ 2x + 1 =

15
11

 ⇒ 2x = ⇒ x =
4

11
2

11

= k ∈ Z
15

2x + 1
⇒ 2x + 1 = ⇒ 2x = − 1 

15
k

15
k

⇒ x =  ;  k ∈ Z
15 − k

2k

x > 00 < k < 15k = 1k = 14

x =  ,   ,   ,  …  ,   ,   ,   ,  
14
2
↑

k=1

13
4

12
6

4
22

3
24

2
26

1
28
↑

k=14

x =
2

11

p(x) = − + kx + 4 , x − 2 = 0 ⇒ x = 2x3 x2

= p(2) = 0 ⇒ 8 − 4 + 2k + 4 = 0 ⇒ k = −4 ⇒ p(x) = − − 4x + باقی مانده4 x3 x2

p(x) = 0 ⇒ − − 4x + 4 = 0 ⇒ − 4x − + 4 = 0 ⇒ x( − 4) − ( − 4) = 0x3 x2 x3 x2 x2 x2

⇒ ( − 4)(x − 1) = 0 ⇒ {x2 − 4 = 0 ⇒ x = ±2x2

x − 1 = 0 ⇒ x = 1
= 2 − 2 + 1 = حاصل جمع ریشھ ھا1

(x + 2) = −2lim
x→−4

= = 0lim
x→−4

x + 2
f(x)

−2
−∞

⇒ 7 + 5 = 12
f(x) = [ ] + [ ] = [ ] + [ ] = 5 + 2 = 7lim

x→10+

10+

2
10+

5
5+ 2+

f(x) = [ ] + [ ] = [ ] + [ ] = 4 + 1 = 5lim
x→10−

10−

2
10−

5
5− 2−

= = = 0lim
x→(−2)+

x + 2

x + 2
− −−−−

√
lim

x→(−2)+

+x + 2
− −−−−

√ x + 2
− −−−−

√

x + 2
− −−−−

√
lim

x→(−2)+
x + 2
− −−−−

√

4
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 13
اولین قدم در حل مسائل حدي، عدد گذاري است.

   

       

 پس  است.

بازة  همسایگی راست نقطۀ  و همسایگی چپ نقطۀ  و همسایگی متقارن نقطۀ  است. پس داریم:  14

 15

 16

  

 اکنون حد چپ تابع و مقدار تابع را می یابیم که با توجه به عبارت داخل براکت  می دانیم. در نیتجه این  مقدار یعنی حد چپ و مقدار تابع با هم برابر خواهند شد.

        

           حد چپ

         براي پیوستگی در نقطۀ  حد راست و مقدار تابع که با هم برابرند.

            حل دستگاه

در سایر نقاط مشکلی براي پیوستگی وجود ندارد. 
درنتیجه داریم:

 

می دانیم:      17

تابع در نقطه  پیوسته است اگر حد چپ و حد راست تابع برابر مقدار تابع در نقطه  باشد.

در نتیجه  

=lim
x→1

+ ax + bx2

x + 3 − 4x−−√

1 + a + b

0
1 + a + b = 0− →−−−−−−−−−−−−

شده است3 از رفع ابھام جوابش

بوده کھ پس
0
0

ً این کسر حتما

=lim
x→1

+ ax + bx2

x + 3 − 4x−−√

0
0

− →−−
HOP

lim
x→1

2x + a

1 +
3

2 x√

= =
2x + a

1 +
3
2

2 + a

5
2

= = 3
4 + 2a

5
→ 4 + 2a = 15 → 2a = 11 → a = = 5٫5

11
2

b = −6٫5− →−−−−
1+a+b=0

a − b = 5٫5 + 6٫5 = 12

(−2, 5)−25
−2 + 5

2

a = −2, b = 5, c = = ⇒ − 2b + c = 4 − 10 + = −6 + = = −
−2 + 5

2
3
2

a2 3
2

3
2

−12 + 3
2

9
2

= =lim
x→4

(x − 4)3

( − 2x−−√ )3
lim
x→4
( )

x − 4
− 2x−−√

3

lim
x→4
( )

( + 2)( − 2)x−−√ x−−√

( − 2)x−−√

3

= ( + 2 = = 64lim
x→4

x−−√ )3 43

=lim
x→−1+

a cos( x)π

2

− 1x2

0
0

x + 1 = t ⇒ x = t − 1 ⇒ = =lim
x→−1+

a cos( x)π

2

(x − 1)(x + 1)
lim

x→−1t

a cos( (t − 1))π

2

t(t − 2)
lim

t→0+

a cos( − )π

2
t π

2

t(t − 2)

= = → = − alim
t→0+

a cos( − t)π

2
π

2

t(t − 2)
lim

t→0+

a sin tπ

2
π

2

t(t − 2)π

2

− →−−
ھم ارزی

lim
t→0+

aπ

2

−2

aπ

2

−2
π

4

[−x]2

f(−1) = 2x − b[−x]lim
x→−1−

= 2(−1) − b[−(−1)] = −2 − b ⇒ −2 − b = −
πa

4
2 + b =− →−−

×(−1) πa

4
→ a − b = 2

π

4

: lim
x→1−

a cos( x)π

2

− 1x2
− →−−−−−−−

t→x−1=t

x→1−
0−

lim
t→0−

a cos( (t + 1))π

2

(t)(t − 2)
= lim

t→0−

(−a) sin tπ

2
π

2

t(t + 2)π

2

= = − a

− aπ

2

2
π

4

a : f(1) = bx − [x]lim
x→1+

= b − [1] = b − 1 ⇒ b − 1 = − a
π

4
→ − a − b = −1π

4

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a − b = 2
π

4
− a − b = −1

π

4

−2b = 1− →−−−−
جمع معادلات

→ b = −
1
2

a + = 2− →−−−
جایگذاری π

4
1
2

→ a =
π

4
3
2

⇒ a =
6
π

a × b = × (− ) = −
6
π

1
2

3
π

sin u ≃ u , 1 − cos u ≃lim
u→0

lim
u→0

u2

2
x = 0x = 0

= مبھم = = ⇒ f(0) = b =lim
x→0+

1 − cos 2x
− −−−−−−−

√

sin x

0
0

− →−−
ھم ارزی

lim
x→0+

2x2
−−−

√

x
lim

x→0+

|x| × 2
−−

√

x
2
−−

√ 2
−−

√

a + 2[x] = a − 2 = ⇒ a = + 2lim
x→0−

2
−−

√ 2
−−

√

a + b = 2 + 22
−−

√
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ابتدا حاصل حد  را حساب می کنیم:  18

 

پس داریم:

f(x)lim
x→2+

f(x) = = −∞lim
x→2+

−12

0+

f(f(x)) = f(x) = = = −7lim
x→2+

lim
x→−∞

lim
x→−∞

2x|x| − 5x2

− 4x2
lim

x→−∞

−2 − 5x2 x2

x2
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