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، حاصل  کدام است؟ اگر   1= × = (2, −2, 1)b ⃗  a ⃗  c ⃗ ( − ) ⋅ [(2 + ) × ( − )]c ⃗  a ⃗  a ⃗  c ⃗  b ⃗  a ⃗ 
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اگر  باشد، زاویۀ بین دو بردار چقدر است؟  2| × | = ( ⋅ )V
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اگر به ازاي    داشته باشیم   ، کدام گزینه صحیح است؟  3λ > 1+ λ = + λAM
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زاویۀ بین  و  منفرجه و  است. اگر  باشد، اندازة تفاضل دو بردار  و  کدام است؟  4a ⃗ b ⃗ | | = 2| | = 6a ⃗  b ⃗ |2 × ( − 3 )| = 72a ⃗  a ⃗  b ⃗ a ⃗ b ⃗ 
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ها است، تعلق داشته باشد؟ کدام یک از معادلات زیر می تواند به پاره خط  که موازي محور   5ABz
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تصویر بردار  بر امتداد بردار  کدام است؟  6= (1, 0, 1)a ⃗ = (0, 1, −1)b ⃗ 
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، بیشترین مقدار  کدام است؟ اگر   72 + + 8 = 2x2 y2 z23x + y + 6z

5√10
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√2 5√4 5√

، مجموع مؤلفه هاي عرض و ارتفاع بردار  کدام است؟ بردار  موازي و غیرهم جهت با بردار  است. اگر   8b ⃗ = (4, 2, −1)a ⃗ | | =b ⃗  84
−−

√b ⃗ 

2−210−10

، مقدار  چقدر باشد تا نقاط  و  برهم منطبق گردند؟ اگر   9

صفر

+ = (k − 4)AB
−→−

AC
−→−

BC
−→−

kAB

145

اگر  و  سه بردار باشند به طوري که  و  و  باشد، آن گاه اندازه ي تصویر قائم بردار  بر  10

امتداد بردار  کدام است؟

b , aca + b + c = 0|b| = 5 , |a| = 3|c| = 7a

b
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حجم متوازي السطوح بنا شده بر بردارهاي  و  برابر حجم متوازي السطوح بنا شده  11

،  و  است.  کدام است؟  روي بردارهاي 

b = (0, 3, 0) , a = (3, 0, 0)4٫5 , c = (0, 0, 3)

= (1, 1, 0)a
′= (0, 2, 0)b

′= (0, 0,m)c
′m(m ∈ )R+

1
3
2

3
5
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1



اگر  و   زاویه بین دو بردار  و  کدام است؟  12= + 3 + 4a ⃗  i ⃗  j ⃗  k⃗ = − + 3 −b ⃗  i ⃗  j ⃗  k⃗ +a ⃗  b ⃗ – 2a ⃗  b ⃗ 
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2
π
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4
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سه بردار  ،  و  غیر واقع بر یک صفحه مطابق شکل زیر مفروضاند. مساحت مثلث هاشورزده  13
کدام است؟

a = (0, 1, 1)b = (4, 5, −3)c = (2, 5, 1)

108 2√

6 3√4 6√

ها و   تصویر نقطهي  روي صفحهي  باشد، طول پارهخط  کدام است؟ اگر  قرینهي نقطهي  نسبت به محور   14A′′A = (−1, 2, 4)zA′A′′xyAA′

6 2√464 2√

15a  اگر  و  بردار هایی به اندازه هاي  و  و مجموع آنها برداري به اندازه  باشد اندازه ي بردار تفاضل آنها کدام است؟ ⃗ b ⃗ 356

4 2√3 2√2 3√4 3√

a

b
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در مثلث روبه رو، اندازة بردار  چند برابر مساحت مثلث است؟  16= × + × − ×u⃗  a ⃗  b ⃗  b ⃗  c ⃗  c ⃗  a ⃗ 

6428

اگر بردارهاي  داراي اندازه هاي مساوي  باشند و زاویه بین آنها برابر  باشد، زاویه بین بردارهاي  و  کدام  17
است؟

− , +a
→

b
→

a
→

b
→

1022∘
a
→

b
→

15o30o60o90o

، در این صورت ... در مثلث  اگر   18

مثلث متساوي الاضلاع است. مثلث قائم الزاویه است. مثلث متساوي الساقین است.

ABC⋅ = | × |BA
−→−

BC
−→−

CB
−→−

CA
−→−

=B̂ 45∘

نقطۀ  در فضا مفروض است. اگر نقاط  و  به ترتیب تصویر  روي محور yها و قرینۀ  نسبت به صفحۀ  باشند،  19

مجموع مختصات وسط پاره خط  کدام است؟

A = (4, −4, −2)MNAAxz

MN

−2−112

ها باشد، آنگاه طول بردار  کدام اگر نقطۀ  قرینۀ نقطۀ  نسبت به صفحۀ  و  قرینۀ نقطۀ  نسبت به محور   20
است؟

A′A(−1 ,  2 ,  − 2)xzA
′′AxA′A′′

− →−−

422 2√2√

2
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 1
عبارت خواسته شده را تا حدّ امکان ساده می کنیم:

a

bc

، پس داریم: اگر  زاویۀ بین دو بردار  و  باشد، آنگاه   2

      

 3
عبارت داده شده را به صورت زیر ساده می کنیم:

 

طبق فرض سؤال داریم:  4

 

 

 

 

ط ول تفاضل دو بردار  و  به صورت زیر به دست می آید:

 

ها به صورت  است. حال اگر  را به این معادلات اضافه کنیم، بخشی از خط یا معادلات هر خط موازي محور   5

ها است حاصل می شود. درواقع که موازي محور 
 6

نکته: مختصات تصویر بردار  روي بردار  از دستور  حاصل میشود.

( − ) ⋅ = 2 ⋅ ( × ) + − − +c ⃗  a⃗  [(2 + ) × ( − )]a⃗  c ⃗  b ⃗  a⃗ 
  

2 × −2 + × − ×a⃗  b
⃗  ×a⃗  a⃗  

O
⃗ 

c ⃗  b
⃗ 
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0
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0

2 ⋅ ( × )a⃗  a⃗  b ⃗ 
  

0

− ⋅ ( × )a⃗  c ⃗  b ⃗ 
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⃗ 
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⋅ ( × )a⃗  c ⃗  a⃗ 
  

0

= 2 ⋅ ( × ) + ⋅ ( × ) 2 ⋅ ( × ) + ⋅ ( × ) = 3 ⋅c ⃗  a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗  c ⃗  = =======
جابھ جایی دوری

b ⃗  c ⃗  a⃗  b ⃗  c ⃗  a⃗  b ⃗  ( × )c ⃗  a⃗ 
  
−( × )a⃗  c ⃗ 

= −3 ⋅ = −3 = −3(4 + 4 + 1) = −27b ⃗  ( × )a⃗  c ⃗ 
  
b
طبق فرض ⃗
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⃗ ∣
∣
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| × |V ⃗ 

1 V ⃗ 
2

⋅V ⃗ 
1 V ⃗ 

2
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| × |V ⃗ 
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√ V ⃗ 
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3
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| | = 6a⃗ 

| | = 3b ⃗ 

|2 × ( − 3 )| = | − 6 × | = 6| × | = 72a⃗  a⃗  b ⃗  2 ×a⃗  a⃗ 

0

a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 

⇒ | × | = 12 ⇒ | || | sin θ = 12 ⇒ 6 × 3 × sin θ = 12a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗  ⇒ sin θ =
2
3

cos θ = − = −− →−−
θ>90

1 − si θn2
− −−−−−−−

√
5
−−

√

3
a⃗ b ⃗ 

| − = | + | − 2 ⋅ = + − 2 × 6 × 3(− )a⃗  b ⃗ |2 a⃗ |2 b ⃗ |2 a⃗  b ⃗  62 32
5
−−

√

3

= 36 + 9 + 12 = 45 + 12 ⇒ | − | =5
−−

√ 5
−−

√ a⃗  b ⃗  45 + 12 5
−−

√
− −−−−−−−−

√

z(a, b ∈ R){ x = a

y = b
(c, d ∈ R) c ≤ z ≤ d

z

a⃗ b=a′
→ ⋅a⃗  b ⃗ 

|b ⃗ |2
b ⃗ 

= ⇒ = ⇒ = (0, − , )a′
→ 0 + 0 − 1
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√ )2
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2
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طبق نامساوي کوشی - شوارتز براي دو برابر  و   داریم:  7

 8

 و مجموع مؤلفه هاي عرض و ارتفاع بردار  برابر است با: 

براي آنکه  و  منطبق شوند باید  باشند، بنابراین داریم:  9

 

 10

بنا به فرض  و  در نتیجه:

اندازه ي تصویر بردار  روي امتداد بردار  برابر است با:

11  با کمی دقت واضح است بردارهاي  دو بدو برهم عمودند پس متوازي السطوح ساخته شده روي این سه بردار یک معکب است یعنی:

متوازي السطوح بنا شده، روي بردارهاي  و  مکعبی به طول یال  است. پس حجم آن برابر با   می باشد.

از طرفی : حجم متوازي السطوح ساخته شده روي  و  و  را به کمک ضرب مختلط این سه بردار می یابیم:

حال:

بردارهاي   و   را می سازیم:  12

مطابق شکل داده شده مثلث هاشور خورده با اضلاع  و  می باشد پس مساحت آن برابر است با:  13
a

b

c

a c
a b

u
→

v
→

⋅ ≤ | || |∣
∣ u
→

v
→∣

∣ u
→

v
→

⇒ = ( , 1, )

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

max( ) =?3x + y + 6z
  

⋅u
→

v
→

+ + = 2 = ( x, y, 2 z)2x2
– –––– –––

y 2
––––––

8z2
– –––– –––

− →−−−−
جذر تک تک

u
→

2
−−

√ 2
−−

√

v
→ 3

2
−−

√

3

2
−−

√

⋅ ≤ | || | ⇒ |3x + y + 6z| ≤ × =∣
∣ u
→

v
→∣

∣ u
→

v
→

2 + + 8x2 y 2 z2
  

2

− −−−−−−−−−−−

⎷
 + 1 +

9
2

9
2

− −−−−−−−−

√ 20
−−

√

⇒ max(3x + y + 6z) = = 220
−−

√ 5
−−

√

⇒ | | = =
⎧

⎩⎨
= (4, 2, −1) , | | =a⃗  b ⃗  84

−−
√

∥ ⇒ = r = (4r, 2r, −r) , r < 0a⃗  b ⃗  b ⃗  a⃗ 
b ⃗  16 + 4 +r2 r2 r2

− −−−−−−−−−−−−
√ 84

−−
√

⇒ |r| = 2 ⇒ r = ⟨21
−−

√ 21
−−

√
2 > 0 غ ق ق

−2 ⇒ = (−8, −4, 2)b ⃗ 

b ⃗ −2

BAA = B

+ = (k − 4) ⇒ = (k − 4)AA
−→−

 
0
→

AC
−→−

AC
−→−

AC
−→−

AC
−→−

⇒ 1 = k − 4 ⇒ k = 5

a + b + c = 0 ⇒ a + b = −c

|a + b = |c ⇒ |a + |b + 2a ⋅ b = |c|2 |2 |2 |2 |2

|b| = 5, |a| = 3|c| = 7

+ + 2a ⋅ b = ⇒ 9 + 25 + 2a ⋅ b = 4932 52 72

⇒ a ⋅ b =
15
2

ab

| | = = =a′
|a ⋅ b|

|b|

15
2

5
3
2

c, b, a

b, ac3V = = 2733

a′b′c′

= | ⋅ ( × )| = |(0, 0,m) ⋅ (0, 0, 2)| = |2m| = 2mV ′ c′ a′ b′ − →−−−
m∈R+

V ′

V = 4٫5 ⇒ 27 = 4٫5 × 2m ⇒ 27 = 9m ⇒ m = 3V ′

+a⃗  b ⃗ − 2a⃗  b ⃗ 

+ = 6 + 3 , − 2 = 3 − 3 + 6a⃗  b ⃗  j ⃗  k⃗  a⃗  b ⃗  i ⃗  j ⃗  k⃗ 

⇒ cos θ = = = 0 ⇒ θ =
( + ) ⋅ ( − 2 )a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 

| + | ⋅ | − 2 |a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 

0(3) + 6(−3) + 3(6)

×45
−−

√ 54
−−

√

π

2

a − ba − c

S = |(a − b) × (a − c)|
1
2

a − b = (0, 1, 1) − (4, 5, −3) = (−4, −4, 4)
a − c = (0, 1, 1) − (2, 5, 1) = (−2, −4, 0)
(a − b) × (a − c) = (16, −8, 8)

S = = = 4
1
2

+ +162
(−8)2 82− −−−−−−−−−−−−−

√ 8
2

4 + 1 + 1
− −−−−−−−

√ 6
−−

√

4
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ها، نقطه یا بردار  است. به طور کلی، قرینهي نقطه یا بردار   نسبت به محور   14

 

، نقطه یا بردار   است. تصویر هر نقطه یا بردار  روي صفحه ي 

 

از نکته زیر براي هر دو بردار دلخواه  و  استفاده می کنیم:  15

با توجه به شکل داریم   که آن را در بردار  جایگذاري می کنیم:  16

روش اول: طبق فرض داریم:  17

روش دوم: متوازي الاضلاعی که اقطار آن هم اندازه باشند، مستطیل است که اضلاع آن برهم عمودند.

می دانیم  مساوي  است؛ پس  با  برابر خواهد بود. داریم:  18

     

نکته: براي پیدا کردن تصویر یک نقطه روي یکی از محورهاي مختصات یا یکی از صفحات سه گانه مولفه هاي هم نام ثابت و مولفه هاي غیر هم  نام صفر می شود مثلاً  19

 

نکته: براي پیدا کردن قرینه یک نقطه نسبت به یکی از محورهاي مختصات یا یک از صفحات سه گانه مولفه ها هم نام ...  و مولفه هاي غیر مرتبط قرینه می شوند. مثلاً:

 

  

اگر نقطۀ  وسط پاره خط  باشد، آنگاه داریم:

بنابراین  وسط پاره خط  است و مجموع مختصات آن برابر است با:

 

با توجه به فرض داریم:  20

.  پس  درنتیجه 

( , , )a1 a2 a3z(− ,− , )a1 a2 a3

= (1, −2, 4)− →−−−−−−−−
قرینھ نسبت بھ محورzھا

A′′A = (−1, 2, 4)

( , , )b1 b2 b3xy( , , 0)b1 b2

= (1, −2, 0)− →−−−−−−−−
xy تصویر روی صفحھ

A′= (1, −2, 4)A′′

A = = 6A′ + +(1 + 1)2
(−2 − 2)2

(0 − 4)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√

a⃗ b ⃗ 

: + + = 2( + )⇒ 36 + = 2(9 + 25) ⇒ = نکتھ32 ∣
∣ a
→

b
→∣

∣
∣
2

−
∣

∣
∣ a
→

b
→∣

∣
∣
2

∣
∣ a
→∣

∣

2 ∣

∣
∣ b
→∣

∣
∣

2
−

∣

∣
∣ a
→

b
→∣

∣
∣
2

−
∣

∣
∣ a
→

b
→∣

∣
∣
2

⇒ − = 4
∣

∣
∣ a
→

b
→∣

∣
∣ 2

−−
√

= +a⃗  b ⃗  c ⃗ u⃗ 

= ( + ) × + × − × ( + ) = + × + × − × −u⃗  b ⃗  c ⃗  b ⃗  b ⃗  c ⃗  c ⃗  b ⃗  c ⃗  O⃗  c ⃗  b ⃗  b ⃗  c ⃗  c ⃗  b ⃗  O⃗ 

= × ⇒ = × = 2Sb ⃗  c ⃗  ∣∣u⃗ ∣∣
∣
∣b
⃗  c ⃗ ∣∣

= ⇒ | + | + 2 ⋅ = | + | − 2 ⋅ ⇒ 4 ⋅ = 0 ⇒ ⋅ = 0+
∣

∣
∣ a
→

b
→∣

∣
∣
2

−
∣

∣
∣ a
→

b
→∣

∣
∣
2

a
→

|2 b
→

|2 a
→

b
→

a
→

|2 b
→

|2 a
→

b
→

a
→

b
→

a
→

b
→

⇒ θ = 90∘

| × |CB
−→−

CA
−→−

2S
ABC
Δ| × |CB

−→−
CA
−→−

| × |BA
−→−

BC
−→−

⋅ = | × |BA
−→−

BC
−→−

CB
−→−

CA
−→−

 = | × |BA
−→−

BC
−→−

 ⇒ = 1
| × |BA
−→−

BC
−→−

⋅BA
−→−

BC
−→−

 ⇒ tan = 1 ⇒ =B̂ B̂ 45∘

A(x, y, z) ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

(x, 0, 0)A1 − →−−−−−−−−
xروی محورAتصویر

(x, y, 0)A2 − →−−−−−−−
xy

تصویرAروی صفحھ

A(x, y, z) ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

(x, −y, −z)A1 − →−−−−−−−−
xروی محورAتصویر

(x, y, −z)A2 − →−−−−−−−
xy

تصویرAروی صفحھ

A = (4, −4, −2) M = (0, −4, 0)− →−−−−−−−−
 تصویر روی محورyھا

A = (4, −4, −2) N = (4, 4, −2)− →−−−−−−−−
xzقرینھ نسبت بھ صفحۀ

PMN

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= = = 2xp
+xM xn

2
0+4

2

= = = 0yp
+yM yn

2
−4+4

2

= = = −1zp
+zM zn

2
0−2

2

P = (2, 0, −1)MN

2 + 0 + (−1) = 1

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

A = (−1, 2, −2) = (−1, −2, −2)− →−−−−
xz صفحۀ

قرینھ نسبت بھ
A′

A = (−1, 2, −2) = (−1, −2, 2)− →−−−−
xھا محور

قرینھ نسبت بھ
A′′

= (0, 0, 4)A′A′′
− →−−

| | = 4A′A′′
− →−−
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