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اگر طول دو بردار  و  برابرهم بوده و زاویۀ بین آنها  باشد، ثابت کنید:  1

 

abθ

|a − b| = 2 |a| sin
θ

2
جاي خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  2

a⃗ bحاصل ضرب داخلی دو بردار غیر صفر  و  که بر هم عمود هستند، برابر .................. است. ⃗ 

اگر  و  باشد، طول بردار  را به  دست آورید.  3= 2 −a ⃗  i ⃗  k⃗ = (1, 2, 1)b ⃗ − 2a ⃗  b ⃗ 

بردارهاي  و  مفروض اند به طوري که  مقدار  را محاسبه کنید.  4a ⃗ b ⃗ | × | = 72 , | | = 26 , | | = 3a ⃗  b ⃗  b ⃗  a ⃗ ⋅a ⃗  b ⃗ 

. براي دو بردار غیر صفر  و  ثابت کنید  و  بر هم عمودند اگر و فقط اگر   5a ⃗ b ⃗ a ⃗ b ⃗ ⋅ = 0a ⃗  b ⃗ 

هر یک از حالات زیر را با شکل هاي داده شده نظیر کنید.  6

الف)          ب)             پ)         ت)           ث) 

a b

θ = π

a

b

θ π

θ

<<π
2
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b
θ

θ = π
2

a

b

θ

θ

<< π
20

a b
θ =0

a ⋅ b > 0a ⋅ b = 0a ⋅ b < 0a ⋅ b = |a| |b|a ⋅ b = − |a| |b|

اگر بردار  قرینۀ بردار  نسبت به بردار  بوده و  باشد، مساحت مثلث بناشده. روي دو بردار  چه مضربی  7

از  است؟ 

a′′ab = (1, −1, 1)a ⋅ b = 6, aa′′

|a × b|

کدام یک از موارد زیر درست و کدام یک نادرست است؟  8

الف) اگر بردار  یک ضلع متوازي  الاضلاع و بردار  یک قطر آن باشد، مساحت متوازي الاضلاع برابر است با:  

ب) اگر  و  قطرهاي یک متوازي الاضلاع باشند، مساحت متوازي الاضلاع برابر است با:   

adS = |a × d|

dd′S = d ×∣∣ d′∣∣

B

A

C

D E

 9

در مکعب مقابل طول یال ها برابر  است. حاصل عبارت هاي زیر را به  دست آورید:   

 الف)                          ب) 

3 2√

⋅AB
−→−

CD
−→−

⋅AB
−→−

DE
−→−

براي دو بردار غیر صفر  و  رابطۀ  برقرار است. درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  10

الف)                        ب) 

ab|2a − b| = |a + b|

(2b − a)⊥a|a| = 2 |b|

متوازي الاضلاع  مفروض است. اگر  و  باشد، طول بردار  را به  دست آورید.  11ABCD= (3, 2, 1)AB
−→−

= (1, 1, −1)AC
−→−

DB
−→−

بردار  قرینۀ بردار  نسبت به محور  ها و بردار  قرینۀ بردار  نسبت به محور  هاست. اگر  در امتداد   12

باشد، اندازة بردار  کدام است؟

a ⃗ ′(3, −1, −2)a ⃗ yb ⃗ ′b(m , n , −1)xb′a′

+ 2a′ b′

1



مقدار  طوري تغییر می کند که نقطۀ  در زمان  کمترین فاصلۀ خود را با محور  ها اختیار می کند. فاصلۀ نقطۀ  13

 تا محور  ها را در زمان  به  دست آورید.

αM = (1,α − 1,α + 3)t0x

Myt0

الف) مختصات چند نقطه را مشخص کنید که در رابطۀ  صدق کنند و مکان آنها را در دستگاه مختصات تعیین نمایید.  14

ب) نمودار مربوط به معادلات  چه شکلی است و چه ارتباطی با نمودار معادلۀ  دارد؟

{ x = 0
z = 0

{ x = 0
z = 0

x = 0

جاي خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  15

aاگر براي دو بردار  و  داشته باشیم:  ، در این صورت زاویۀ بین دو بردار  و  برابر  .................. است. ⃗ b ⃗ ⋅ =∣ ∣∣ ∣a ⃗  b ⃗  a ⃗  b ⃗ a ⃗ b ⃗ 

ها به طول  و نقطه  در صفحه  با عرض  و ارتفاع  مفروض است، اصله وسط پاره خط  تا در فضاي سه بعدي نقطه  روي محور   16
مبدا مختصات را به دست آورید.

Ax2Byoz−34AB

اگر زاویه بین دو بردار  و  برابر  درجه باشد، مقدار  را بیابید.   17= (2, −1, n)a ⃗ = (1, 0, −1)b ⃗ 135n

ها در نقطه به مختصات  عمود باشد، به صورت  .................. است.  معادلۀ صفحه اي که بر محور   18ZA = (0, 0, 3)

براي دو بردار غیر صفر  و  ثابت کنید دو بردار   و  برهم عمودند اگر و فقط اگر  .   19a ⃗ b ⃗ a ⃗ b ⃗ ⋅ = 0a ⃗  b ⃗ 

دو بردار  و  را در نظر بگیرید.  20= (1, 2, −1)a ⃗ = (0, 2, −1)b ⃗ 

aبردار  در کدام ناحیه از فضاي  واقع است؟ (شمارة ناحیه ذکر شود.) ⃗ R
3

2طول بردار  را به  دست آورید. −a ⃗  b ⃗ 
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طبق قضیۀ کسینوس ها:  1
 

 :فرض مسئله

 2

صفر یا 

 3

 4

   

 5

الف)   6

ب)  

پ) 

ت) 

ث) 

 7

پس مساحت مثلثی که روي دو بردار  ساخته می شود،  برابر  است.

الف) درست. زیرا:   8
 

ب) نادرست. زیرا:
 

 9

= + − 2 |a| |b| cos θ|a − b|2 |a|2 |b|2

|a| = |b| ⇒ = 2 − 2 cos θ = 2 ( )|a − b|2 |a|2 |a|2 |a|2 1 − cos θ
  

2sin2 θ

2

⇒ = 4 |a − b| = 2 |a| sin|a − b|2 |a|2sin2 θ

2
−→−

جذر θ

2

⋅ = 0a⃗  b ⃗ 

− 2 = (2, 0, −1) − (2, 4, 2) = (0, −4, −3) , | − 2 | = = 5a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗  16 + 9
− −−−−−

√

| × | = | || | sin θa⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗  ⇒ 72 = 3 × 26 × sin θ ⇒ sin θ = → cos θ = ± = ±
12
13

1 − (
12
13

)2
− −−−−−−−

√
5

13
⋅ = | || | cos θ = 3 × 26 × (± ) = ±30a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗  5

13

⋅ = 0 ⇔ | || | cos θ = 0 cos θ = 0 θ =a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗  − →−−

| |≠0b
⃗ 

| |≠0a⃗ 

− →−−−

o≤θ≤
π

2 π

2

a ⋅ b > 0

a ⋅ b = 0

a ⋅ b < 0

a ⋅ b = |a| |b|

a ⋅ b = − |a| |b|

b = (1, −1, 1) , a ⋅ b = 6 , |b| = 3
−−

√

= b = b ⇒ (b a ) = 2ba′ a ⋅ b

|b|2

6
3

در امتداد بردار تصویر قائم a′

⇒ = | × a| = |2b × a| = |a × b|SOHA

1
2
a′

1
2

⇒ = 2 = 2 |a × b|SOAB SOHA

, aa′′2|a × b|

= 2 = 2 × |a × d| = |a × d|Sمتوازی الاضلاع SABC

1
2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

d × = |(a + b) × (a − b)| = − a × b + − = |−2a × b| = 2 |a × b| = 2S∣∣ d ′∣∣

∣

∣

∣
∣
∣
a × a  

0̄̄

b × a  
−a×b

b × b  
0̄̄

∣

∣

∣
∣
∣

d = a + b

= a − bd ′

⇒ d × = 2S → S = d ×∣∣ d ′∣∣
1
2

∣∣ d ′∣∣

a = 3 ⇒ ( ) = a = 3 × = یال مکعب6 2
−−

√ وجھ ھا قطر مربع 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√
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 (الف 

 (ب

الف) یادآوري:  10

 

 :فرض

درست 
ب) نادرست. زیرا طبق (الف) داریم:

 11
 

 12

 13

طول نقطۀ مینیمم در تابع درجۀ دوم  برابر است با:   

 فاصلۀ  تا محور  ها           

 14

 الف) مختصات چند نقطه که در رابطۀ  صدق کنند عبارتند از:  و مکان آن نقاط طبق شکل مقابل روي محور  هاست.

ب) نمودار معادلۀ  یک خط (همان محور  ها) است.

 معادلۀ صفحه اي شامل محور  ها است. (صفحۀ  همان صفحۀ  است).

 15

 صفر، زیرا:

16  و 

⋅ = ⋅ = cosAB
−→−

CD
−→−

AB
−→−

FA
−→−

|AB|
  

a

|FA|
  
a 2√

135
∘

 = 3 × 6(− ) = −182
−−

√
2
−−

√

2

⋅ = cos = 3 × 3 × 0 = 0AB
−→−

DE
−→−

|AB|
  

a

|AG|
  

a

90∘ 2
−−

√ 2
−−

√

|a| = |b| ⇒ (a + b)⊥(a − b)

|2a − b| = |a + b| ⇒ ((2a − b) + (a + b))⊥((2a − b) − (a + b))

⇒ 3a⊥(a − 2b) a⊥(2b − a) یا⇒

(2b − a)⊥a ⇒ (2b − a) ⋅ a = 0

⇒ 2a ⋅ b − = 0 ⇒ 2 |a| |b| cos θ = ⇒ 2 |b| cos θ = |a||a|2 |a|2

= (3, 2, 1) , = (1, 1, −1)AB
−→−

AC
−→−

⎧

⎩
⎨ = − = (−2, −1, −2)BC

−→−
AC
−→−

AB
−→−

= + = (−3, −2, −1) + (−2, −1, −2) = (−5, −3, −3)BD
−→−

BA
−→−

BC
−→−

⇒ = = =
∣

∣
∣DB
−→− ∣

∣
∣

∣

∣
∣BD
−→− ∣

∣
∣ 25 + 9 + 9

− −−−−−−−−
√ 43

−−
√

⇒ = =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= (3, −1, −2) = (−3, −1, 2)a⃗  − →−−−−−
yھا محور

قرینھ نسبت بھ
a′

= (m, n, −1) = (m, −n, 1)b ⃗  − →−−−−−
xھا محور

قرینھ نسبت بھ
b′

||a′ b′

m

−3
−n

−1
1
2

⇒ m = − , n = ⇒ = (− , − , 1)
3
2

1
2

b′
3
2

1
2

⇒ + = (−6, −2, 4) ⇒ + 2 = = = 2a′
→

2b′
→

∣∣a
′ b′∣∣ 36 + 4 + 16

− −−−−−−−−−
√ 56

−−
√ 14

−−
√

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

M = (1,α − 1,α + 3)

x M = = ھا= تا محور فاصلۀ +y 2 z2
− −−−−−

√ +(α − 1)
2

(α + 3)
2− −−−−−−−−−−−−−−−

√ 2 + 4α + 10α2
  

باید مینیمم شود

− −−−−−−−−−−−

⎷


y = a + bx + cx2x = −
b

2a

⇒ α = − = −1 ⇒ M = (1, −2, 2)
4

2 × 2

= =+x2 z2
− −−−−−

√ 5
−−

√My⇒

{ x = 0
z = 0

O(0, 0, 0),A(0, 1, 0),B(0, 2, 0)y

{ x = 0
z = 0

y

x = 0yx = 0yoz

a ⋅ b = |a||b| cos θ = |a||b| ⇒ cos θ = 1 θ = 0− →−−−

0≤θ≤
π

2

A = (2, 0, 0)b = (0, −3, 4)
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مختصات وسط پاره خط  برابر است با 

 

           17

 

 

          18

 

فرض کنیم  باشد، داریم:  19

برعکس: اگر دو بردار برهم عمود باشند، یعنی زاویه بین دو بردار  باشد، داریم:

 

  20

بردار  در ناحیۀ  واقع است.

     

ABM = ( , , ) = (1, , 2)
2 + 0

2
0 + (−3)

2
0 + 4

2
−3
2

OM = =1 + + 4
9
4

− −−−−−−−

√
29
4

−−−

√

cos θ = → − = → = 1
⋅a⃗  b ⃗ 

| || |a⃗  b ⃗ 

2
−−

√

2
2 − n

×2
−−

√ 4 + 1 + n2
− −−−−−−−−

√

n − 2

+ 5n2
− −−−−−

√

+ 5 = − 4n + 4 → n = −n2 n2 1
4

Z = 3

⋅ = 0a⃗  b ⃗ 

⋅ = 0 → | || |cosθ = 0 cosθ = 0 → θ =a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗  − →−−−−−
| |≠0,| |≠0a⃗  b

⃗ 
π

2
90∘

θ = → cos θ = 0 → | || |cosθ = 0 → ⋅ = 0
π

2
a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 

a⃗ 5

2 − =a⃗  b ⃗  2(1, 2, −1) − (0, 2, −1) = (2, 2, −1) ⇒ |2 − |a⃗  b ⃗  = = = 34 + 4 + 1
− −−−−−−−

√ 9
−−

√
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