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سيد بهروز پرتوي

نقطۀ  رأس یک متوازی الاضلاع است که دو ضلع آن منطبق بر دو خط به معادلات  و  می‌باشند.   1
مختصات وسط قطر آن کدام است؟

A(۷, ۶)۲y − ۳x = ۱۱۳y + ۴x = ۸

(۴, ۳)(۳, ۴)(۳, ۵)(۱, ۵)

،  و  سه راس مثلث  باشند، معادله‌ی ارتفاع وارد برضلع  از راس  کدام است؟ اگر    2A(−۱, ۲)B(۳, ۰)C(۱, −۲)ABCBCA

y = −x − ۳y = −x + ۱y = −۲xy = x + ۳

دو انتهای یکی از قطرهای مستطیلی  و  هستند. در صورتی که زاویۀ بین دو قطر مستطیل  باشد، مساحت مستطیل   3
کدام است؟

A(۱, ۷)C(−۴, ۱۹)۳۰∘

۱۶۹

۴
۱۶۹

۱۶۹ ۳–√

۴

۱۶۹

۲

دسته خطوط   از نقطۀ ثابتی می‌گذرند. فاصلۀ این نقطه از مبدأ مختصات کدام است؟   4(m + ۱)x + (۲m − ۱)y + ۲m + ۵ = ۰

۱۳
−−

√۱۵
−−

√۱۷
−−

√۱۹
−−

√

دو خط  و  که هیچ نقطه‌ی مشترکی ندارند، چه‌قدر از هم فاصله دارند؟   5(۲a + ۱)x + ۲y = ۲a + ۳۳x + (۲a + ۶)y = ۲

۵
۳ ۷√

۳
۵ ۷√

۷
۳ ۵√

۷
۵ ۳√

در مثلث متساوی الساقین  به رئوس  و  و مساحت  واحد مربع، مجموع طول و عرض نقطۀ  کدام   6

گزینه می تواند باشد؟

(AB = AC)ABCB
∣

∣
∣

۱
۲

C
∣

∣
∣
−۳
۲

۴A

۷−۵−۳−۱

نقطۀ  را روی خط  در نظر بگیرید مثلث متساوی‌الاضلاع  را با ارتفاع  می‌سازیم به‌طوری که محیط مثلث   7

 واحد باشد. مختصات یک رأس  کدام است؟

H(۲, ۱)۳x − y = ۵ABCAH

۲۷۰
− −−

√A

( , )
۷
۲

۱
۲

( , − )
۱۳
۲

۱
۲

( , )
۱
۲

۳
۲

(− , )
۱
۲

۱۱
۶

،  و  سه رأس متوازی‌الاضلاع  هستند، طول قطر  کدام است؟ نقاط    8A(۲, ۳)B(۴, ۱)C(۸, ۲)ABCDBD

۵۴۲ ۳√۱۳
−−

√

، بر دو خط به معادلات  و  مماس است. دو مقدار ممکن برای  کدام است؟ دایره‌ای به مرکز    9

 و  و  و  و 

(۲, ۱)۳x + ۴y = ۵۱۲y − ۵x = aa

۱۱−۱۵۳۱−۱۱۱۵−۳−۱

نقاط  و  روی محیط یک دایره واقع هستند. معادلۀ قطری از دایره که بر پاره خط  عمود است، برابر کدام گزینه است؟   10A
∣

∣
∣

۲
۳

B
∣

∣
∣
−۱
−۵

AB

۱۶y + ۶x = −۱۳۸y + ۳x = −۲۱۶y + ۶x = −۵۸y + ۳x = −۵

1



نقاط  و  دو رأس مثلثی و  رأس سوم روی خط  است، اگر مساحت مثلث  باشد، حاصل    11
کدام دو عدد می‌تواند باشد؟

 و  و  و  و 

A(۲, −۱)B(−۳, ۲)C۳x − y = ۱۴۹ + ۳xC yC

۱۱−۷۱۱−۵۱۳−۵۱۳−۷

،  و  رئوس چه نوع مثلثی هستند؟ نقاط    12

قائم‌الزاویه‌ و متساوی‌الساقین فقط متساوی‌الساقین فقط قائم‌الزاویه متساوی‌الاضلاع

A(−۱, −۶)B(−۳, −۳)C(−۴, −۸)

،  و  روی یک خط راست واقع باشند، مقدار  کدام است؟ اگر  نقطۀ    13۳A(۳, −۵)B(۲ − a, ۳)C(۲a + ۳, ۲)a

−۷
۲۳

−
۳۲
۷

−
۲۲
۷

۷
۲۲

مساحت محدود به نمودار تابع  و  کدام است؟   14y = |x|x + ۳y = ۱۲

۱۲۱۵۱۶۱۸

سه نقطۀ  و  و  سه رأس مثلث هستند، مختصات نقطۀ برخورد ارتفاعات کدام است؟   15A(۰, ۳)B(۳, ۰)C(۴, ۳)

(۰, ۳)(۳, ۲)(۲, ۳)(۶, ۱)

نقاط  و  دو رأس مثلث  هستند، اگر  محل تلاقی میانه‌های مثلث باشد، مجموع طول و عرض نقطه‌ی   16

 کدام است؟

A(−۱, ۴)B(۵, −۳)ABCG(۲, −۱)

C

۲−۲۶−۶

اگر طول از مبدأ خط  برابر  باشد، مقدار  کدام است؟   17(۳a + b)x + ۳y = ۳b + ۵۳a

۹
۵

۵
۹

۵
۳

۳
۵

چند نقطه روی خط  یافت می‌شود که فاصلۀ آن از نقطۀ  برابر  باشد؟   18

هیچ نقطه سه نقطه دو نقطه یک نقطه

۳x + ۴y + ۴ = ۰A(۱, ۲)۲

مبدأ مختصات به کدام یک از خطوط زیر نزدیک‌تر است؟   19

y = −x + ۲۴x = ۳۷y = ۳x + y = ۱

ها به‌صورت  و  اختیار شود، طول نقطۀ  کدام باشد تا رابطۀ  برقرار اگر نقاط  و  روی محور    20
باشد؟

ABx= −۵xA= ۷xBM= −۳MA
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄¯

MB¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄¯

−۴۴۸−۸
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  1

مختصات نقطۀ  در هيچ‌يک از معادلات دو خط صدق نمی‌كند پس نقطۀ  روی این دو خط قرار ندارد و چون این دو خط، موازی نیستند كافی است با اين دو خط تشكيل دستگاه دهيم تا

مختصات نقطۀ  به دست آيد.

A M

B

مي‌دانيم نقطه‌ی  وسط پاره‌خط  قرار دارد يعني:

 

شکل فرضی روبرو را در نظر بگیرید، در ابتدا شیب ضلع  را به دست می آوریم و چون ارتفاع، بر ضلع  عمود است پس شیبش عکس و قرینه ی شیب   2

ضلع  است.
A

B C
H

 

 :معادله‌ی ارتفاع 

ابتدا طول قطر  را به‌دست می‌آوریم:   3

30˚

1 7,( (

4 19,( (-C

A

D

B
H

O
 

‌و چون در مستطیل قطرها هم‌دیگر را نصف می‌کنند داریم:

‌

‌قطرهای مستطیل، مستطیل را به چهار مثلث هم مساحت تقسیم می‌کنند پس داریم:

  

توجه کنید مساحت هر مثلث را می‌توان از نصف حاصل‌ضرب دو ضلع در سینوس زاویۀ بین آن‌ها به‌دست آورد.‌

برای پیدا کردن نقطۀ ثابت دسته خطوط کافی است به  دو مقدار مختلف داده و با دو خط به‌دست آمده تشکیل دستگاه دهیم و  را پیدا کنیم.   4

‌نقطۀ ثابت  

 

 

چون دو خط هیچ نقطه‌ی مشترکی ندارند بنابراین موازی و غیر منطبق هستند.   5

 : شرط موازی بودن

AA

B

{ → −۱۷x = ۱۷ ⇒ x = −۱ , y = ۴ ⇒ B
۳

−۲
۲y − ۳x = ۱۱
۳y + ۴x = ۸

∣

∣
∣

−۱
۴

MAB

= = = ۳ ‌, = = = ۵x
M

+x
A

x
B

۲
۷ − ۱

۲
y
M

+y
A

y
B

۲
۶ + ۴

۲
BCBC

BC

= = = ۱ = −۱m
BC

−yB yC
−xB xC

۰ + ۲
۳ − ۱

− →−−−−
AH⊥BC

m
AH

y − ۲ = −۱(x + ۱) → y = −x + ۱AH

AC

→ AC = =( − + ( −x
A

x
C

)۲ y
A

y
C

)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ (۱ − (−۴) + (۷ − ۱۹)۲ )۲

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ = = → AC = ۱۳۲۵ + ۱۴۴

− −−−−−−−
√ ۱۶۹

−−−
√

OA = OC = OB = OD =
۱۳
۲

= ۴SABCD SOAB → = ۴( × OA × OB × sin )SABCD

۱
۲

۳۰∘
= ۴( × × × ) =

۱
۲

۱۳
۲

۱۳
۲

۱
۲

۱۶۹
۴

my, x

m = −۱ → −۳y − ۲ + ۵ = ۰ → y = ۱

m = → x + ۱ + ۵ = ۰ → x = −۴
۱
۲

۳
۲

→ A
∣

∣
∣

−۴
۱

A , O
∣

∣
∣

−۴
۱

∣

∣
∣

۰
۰

→ AO = =۱۶ + ۱
− −−−−−

√ ۱۷
−−

√

= ≠ → ≠ ∗
a

a′

b

b′

c

c′
=

۲a + ۱
۳

۲
۲a + ۶

  

۲a + ۳
۲
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پس  قابل قبول است و معادلات دو خط به صورت  یا به صورت ساده‌تر  در می آیند.

برای محاسبه‌ی فاصله‌ی بین دو خط موازی  و  از رابطه‌ی  کمک می‌گیریم.

  6
A

C
3
2
-

B
1
2

M
1
2
-

h

، مختصات نقطۀ  وسط پاره خط  به صورت  است. از آن جا که مثلث متساوی الساقین است، قطعاً ‌شکل فرضی فوق را درنظر بگیرید. با توجه به هم عرض بودن نقاط  و 

نقطۀ  در راستای عمودی نقطۀ  و به فاصلۀ  )ارتفاع مثلث( از آن خواهد بود. یعنی:

 یا 

‌حال دقت کنید که مساحت مثلث  واحد مربع و طول قاعدۀ آن  هم  واحد است. پس:

 

‌لذا مختصات نقطۀ  به صورت  یا  است. یعنی مجموع طول و عرض نقطۀ  برابر با  یا  است.

  7

محیط مثلث مدنظر  است پس طول هر ضلع آن  خواهد بود و از طرفی می‌دانیم در مثلث متساوی‌الاضلاع ارتفاع  ضلع

. است یعنی: 

 

پس باید فاصلۀ  تا  برابر با  باشد. دقت کنید  روی خط عمود بر  است.

‌معادلۀ خط گذرنده از  و  را می‌یابیم مختصات  و  را داریم.

‌

‌پس  روی خط  است که می‌توان مختصات  را به‌صورت پارامتری  در نظر گرفت  را برابر با  قرار می‌دهیم.

(۲a + ۱)(۲a + ۶) = ۶ → ۴ + ۱۲a + ۲a + ۶ = ۶ → ۴ + ۱۴a = ۰ → ۲a(۲a + ۷) = ۰a۲ a۲

→

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a = ۰ = ≠ →→
∗ ۱

۳
۱
۳

۳
۲

شرط برقرار است

a = = = →
−۷
۲

→
∗ −۶

۳
۲

−۱
−۴
۲

شرط برقرار نیست. )دو خط منطبق هستند(

a = ۰{ ۳x + ۶y = ۲
x + ۲y = ۳

{ ۳x + ۶y − ۲ = ۰
۳x + ۶y − ۹ = ۰

d = = = =
|c − |c′

+a۲ b۲
− −−−−−

√

|−۲ − (−۹)|

۹ + ۳۶
− −−−−−

√

۷

۴۵
−−

√

۷

۳ ۵
−−

√

ax + by + c = ۰ax + by + = ۰c′d =
|c − |c′

+a۲ b۲
− −−−−−

√

BCMBC

∣

∣

∣
∣
∣

−۳ + ۱
۲

۲
AMh

A
∣

∣
∣
−۱
۲ − h

A
∣

∣
∣
−۱
۲ + h

۴(BC)۴

S =
۴ × h

۲
h = ۲−→−

S=۴

A
∣

∣
∣
−۱
۴

∣

∣
∣
−۱
۰

A−۱ + ۴ = ۳−۱ + ۰ = −۱

= ۳۲۷۰
−−−

√ ۳۰
−−

√۳۰
−−

√
۳
−−

√

۲

AH = × =
۳
−−

√

۲
۳۰
−−

√
۹۰
−−

√

۲

AH
۹۰
−−

√

۲
A۳x − y = ۵

⇒ y = ۳x − ۵ ⇒ m = ۳ = −− →−−−−
عکس و قرینه

m′
۱
۳

AHH(۲, ۱)= −m′
۱
۳

y − ۱ = − (x − ۲) ⇒ ۳y + x = ۵
۱
۳

A۳y + x = ۵A(α, )
۵ − α

۳
AH

۹۰
−−

√

۲

4
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در متوازی‌الاضلاع قطرها منصف یکدیگر هستند و داریم:   8

‌

‌ طول قطر 

چون دایره بر دو خط مماس است، پس فاصلۀ مرکز دایره با دو خط، مساوی و برابر شعاع دایره است:   9

‌

 ‌

  از رابطۀ  به‌دست می‌آید. توجه کنید فاصلۀ نقطۀ  از خط به معادلۀ 

  10

Aمطابق شکل، قطری از دایره که بر پاره خط  عمود است همان عمودمنصف پاره خط  می شود.
2
3

B
1-
5-

M

  

  

   : معادلۀ قطر

نکته: فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر با  است.   11

y =3x 1

( , (B 3 2

( , (12A
H

C

معادلۀ ضلع  

⇒ |AH | ⇒ (α − ۲ + ( = ⇒ (α − ۲ (۱ + ) =)۲ − ۱
۵ − α

۳  
( )

۲−α

۳

)۲ ۹۰
۴

)۲ ۱
۹

۹۰
۴

⇒ (α − ۲ = ⇒ α − ۲ = ± ⇒)۲ ۸۱
۴

۹
۲

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = ⇒ A( , − )
۱۳
۲

۱۳
۲

۱
۲

α = − ⇒
۵
۲

در گزینۀ ها نیست.

{ → D(۶, ۴)
+ = + → ۲ + ۸ = ۴ + → = ۶x

A
x
C

x
B

x
D

x
D

x
D

+ = + → ۳ + ۲ = ۱ + → = ۴y
A

y
C

y
B

y
D

y
D

y
D

= = =(۶ − ۴ + (۴ − ۱)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ ۴ + ۹
− −−−−

√ ۱۳
−−

√→ BD

O(۲, ۱) , ۳x + ۴y − ۵ = ۰ , −۵x + ۱۲y − a = ۰

= = = = ۱d۱
|۳(۲) + ۴(۱) − ۵|

+۳۲ ۴۲
− −−−−−

√

۵

۲۵
−−

√

۵
۵

= = =d۲
| − ۵(۲) + ۱۲(۱) − a|

(−۵ +)۲ ۱۲۲− −−−−−−−−−
√

|۲ − a|

۱۶۹
−−−

√

|۲ − a|

۱۳

= → = ۱ → |۲ − a| = ۱۳d۱ d۲
|۲ − a|

۱۳
→ { ۲ − a = ۱۳ → ۲ − ۱۳ = a → a = −۱۱

۲ − a = −۱۳ → ۲ + ۱۳ = a → a = ۱۵

A
∣

∣
∣
α

β
ax + by + c = ۰AH =

|aα + bβ + c|

+a۲ b۲− −−−−−
√

ABAB

=m
AB

−y
A

y
B

−x
A

x
B

= =
۳ + ۵
۲ + ۱

۸
۳

= −−→− شیب قطر دایره
۳
۸

AB Mوسط پاره خط

∣

∣

∣
∣
∣
∣

+x
A

x
B

۲
+y

A
y
B

۲

M−→−

∣

∣

∣
∣
∣
∣

۲ − ۱
۲

۳ − ۵
۲

M−→−

∣

∣

∣
∣
∣

۱
۲
−۱

y + ۱ = − (x − )
۳
۸

۱
۲

۱۶y + ۱۶ = −۶x + ۳−→−
×۱۶

۱۶y + ۶x = −۱۳−→−

A( , )x۰ y۰ax + by + c = ۰
a + b + c∣∣ x۰ y۰ ∣∣

+a۲ b۲
− −−−−−

√

AB = =۲۵ + ۹
− −−−−−

√ ۳۴
−−

√

= CH ⋅ AB ⇒ ۴ = CH ×SABC

۱
۲

۱
۲

۳۴
−−

√

⇒ CH = , = = − , y + ۱ = − (x − ۲)
۸

۳۴
−−

√
mAB

۲ + ۱
−۳ − ۲

۳
۵

۳
۵

⇒ ۵y + ۵ = −۳x + ۶ → ۳x + ۵y − ۱ = ۰ → AB

5
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 فاصله  تا خط 

ابتدا فاصلۀ میان دوبه‌دوی این نقاط را مشخص می‌کنیم:   12

‌

قائم‌الزاویه‌ و متساوی‌الساقین 

زمانی که  نقطه روی یک خط واقع هستند شیب میان دوبه‌دوی آنها با یکدیگر برابراست:   13

‌

محل برخورد  با هرکدام از خطوط  و  را می‌یابیم.   14

1 2 3 4
x

O123456

1
2
3
4
5
6 y= x

y= x

y

A

B

 

باید معادلۀ دو تا از ارتفاع‌ها را یافته و با هم قطع بدهیم ولی در این سؤال رسم شکل مثلث بسیار کمک می‌کند.   15

1 2 3 4

1
2
3 A

B

CH

H
x

y

 

معادله 

برای تعیین مختصات محل تلاقی میانه‌های یک مثلث کافی است میانگین طول و عرض مختصات رئوس را تعیین کنیم:   16

‌

، مقدار صفر را قرار دهیم:  برای تعیین طول از مبدأ یک خط باید به‌جای    17

‌

= CH , C(α, ۳α − ۱) ⇒ =
|۳α + ۵(۳α − ۱) − ۱|

۹ + ۲۵
− −−−−−

√

۸

۳۴
−−

√
CAB

⇒ |۱۸α − ۶| = ۸ ⇒ ۱۸α − ۶ = ±۸ → α = , α = −
۷
۹

۱
۹

۹ + ۳ = ۹α + ۳(۳α − ۱) = ۱۸α − ۳ , α = → ۱۸( ) − ۳ = ۱۱xC yC
۷
۹

۷
۹

α = − → ۱۸(− ) − ۳ = −۵
۱
۹

۱
۹

AB = = , AC = = , BC = =۴ + ۹
− −−−−

√ ۱۳
−−

√ ۹ + ۴
− −−−−

√ ۱۳
−−

√ ۱ + ۲۵
− −−−−−

√ ۲۶
−−

√

AB = AC , A + A = B → ۱۳ + ۱۳ = ۲۶ →B۲ C ۲ C ۲

۳

= = = −mAB

۳ + ۵
۲ − a − ۳

۸
−a − ۱

۸
a + ۱

= = ⇒ − = ⇒ ۱۶a = −۷a − ۷ ⇒ ۲۳a = −۷ ⇒ a = −mAC

۲ + ۵
۲a + ۳ − ۳

۷
۲a

۸
a + ۱

۷
۲a

۷
۲۳

x + ۳y = ۱۲y = xy = −x

x + ۳y = ۱۲ ۴x = ۱۲ → x = ۳−→−
y=x

⇒ A(۳, ۳)

x + ۳y = ۱۲ −۲x = ۱۲ → x = −۶− →−−
y=−x

B(−۶, ۶)

OA = = ۳ , OB = = ۶۹ + ۹
− −−−−

√ ۲
−−

√ ۳۶ + ۳۶
− −−−−−−

√ ۲
−−

√

S = OA ⋅ OB = × ۳ × ۶ = ۱۸
۱
۲

۱
۲

۲
−−

√ ۲
−−

√

BH : x = ۳ , = = −۱ → = ۱mAB

۰ − ۳
۳ − ۰

mCH ′

C(۴, ۳) → y − ۳ = ۱(x − ۴) → y = x − ۱ → CH ′

{
x = ۳
y = x − ۱ → y = ۳ − ۱ = ۲ → (۳, ۲) → نقطه‌ی برخورد ارتفاع‌ها

= ⇒ = ۲ ⇒ = ۲xG
+ +xA xB xC

۳
−۱ + ۵ + xC

۳
xC

= ⇒ = −۱ ⇒ = −۴yG
+ +yA yB yC

۳
۴ − ۳ + yC

۳
yC

C = (۲, −۴) → ۲ − ۴ = −۲

y

y = ۰ , x = ۳ ⇒ ۳(۳a + b) + ۰ = ۳b + ۵ ⇒ ۹a + ۳b = ۳b + ۵ ⇒ a =
۵
۹
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نکته: فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر با  است.   18

باید دایره‌ای به مرکز  و شعاع  رسم کنیم و وضعیت این دایره با خط داده‌شده را بررسی کنیم. برای این کار باید فاصلۀ  تا خط را بیابیم و با  مقایسه کنیم.

A

H
AH 2

A

H
AH 2=

A

H
AH 2

هیچ نقطه‌ای 

فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر است با:    19

فاصلۀ مبدأ از هرکدام از خطوط را می‌یابیم:

، باید از رابطۀ  استفاده کنیم: برای محاسبۀ طول یک پاره‌خط افقی به‌صورت    20

‌

A( , )x۰ y۰ax + by + c = ۰
a + b + c∣∣ x۰ y۰ ∣∣

+a۲ b۲
− −−−−−

√

A۲A۲

AH = = = ۳ > ۲ ⇒
|۳ + ۸ + ۴|

۹ + ۱۶
− −−−−−

√

۱۵
۵

A( , )x۰ y۰ax + by + c = ۰d =
a + b + c∣∣ x۰ y۰ ∣∣

+a۲ b۲
− −−−−−

√

y = −x + ۲ ⇒ x + y − ۲ = ۰ → = =
|۰ + ۰ − ۲|

۱ + ۱
− −−−−

√

۲

۲
−−

√
۲
−−

√

x − = ۰ ⇒ = , y − = ۰ ⇒ =
۳
۴

۰ −∣
∣

۳
۴
∣
∣

۱ + ۰
− −−−−

√

۳
۴

۳
۷

۰ −∣
∣

۳
۷
∣
∣

۱ + ۰
− −−−−

√

۳
۷

x + y − ۱ = ۰ ⇒ = = ⇒ > > >
|۰ + ۰ − ۱|

۱ + ۱
− −−−−

√

۱

۲
−−

√

۲
−−

√

۲
۲
−−

√
۳
۴

۲
−−

√

۲
۳
۷

AB−xB xA

= −۳ ⇒ − = −۳( − )MA
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯

MB
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯

xA xM xB xM

⇒ −۵ − = −۳(۷ − ) = −۲۱ + ۳ ⇒ ۲۱ − ۵ = ۳ +xM xM xM xM xM

⇒ ۴ = ۱۶ → = ۴xM xM
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