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در شکل مقابل ثابت کنید:   1=B̂1 B̂2

A

B

C

F
D

E

در شکل روبه رو، مثلث هاي  و  متساوي  الاضلاع هستند. الف) با کدام تبدیل و به چه صورت نقطۀ  2

 بر  و نقطۀ  بر  تصویر می شود؟

. ب) با استفاده از ویژگی هاي تبدیل قسمت (الف)، ثابت کنید که:  و 
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△

DEC
△

ABDE

AD = BE=AFB^ 60∘

با توجه به شکل هاي زیر اندازة  و  را در شکل (الف) و اندازة  را در شکل (ب) تعیین کنید.  3
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ثابت کنید در هر چهارضلعی محاطی، زاویه هاي روبه رو مکمل یکدیگرند.  4
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در دایرة مقابل به مرکز  ثابت کنید:    5OBC = CP

A

B D C12cm 16cm  

اگر محیط مثلث مقابل  و  نیم ساز زاویۀ  باشد، طول اضلاع  و  را بدست آورید.  670cmADÂABAC

. ،  و  در مثلث  داریم:   7

الف) طول  را به دست آورید.
ب) مساحت مثلث را تعیین کنید.

پ) مقدار  را پیدا کنید.

ABCAB = 10AC = 6=Â 60∘

BC

sin B̂

60˚
4

4 ، مساحت ناحیۀ سایه زده را محاسبه کنید. (این ناحیه، یک قطعه دایره نام دارد.) در دایرة روبه رو به شعاع   84
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بیشترین مساحت مثلث با طول دو ضلع  و  چقدر است؟  9412
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در شکل مقابل،  محل همرسی نیمسازهاست. حاصل  چقدر است؟    10I
SMNCB

S
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Δ

(MN ∥ BC)

14 3

120°
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در شکل مقابل، شعاع دایره را حساب کنید.  11
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مطابق شکل با ترکیب کدام تبدیل ها مثلث متساوي الاضلاع  تصویر مثلث متساوي الاضلاع  است؟  12ABCMNC
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B
A

مطابق شکل می خواهیم نقطۀ  را بر  بیابیم که  باشد. از کدام تبدیل استفاده می کنیم؟  13MxyB y = A xM̂ M̂
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مطابق شکل  و  مربع هستند و  وسط  است. با ترکیب کدام تبدیل ها،  تصویر  است؟  14ABCDEFGDEADABCDEFGD

M
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دو دایرة هم مرکز به شعاع هاي  و  مفروض  هستند. مطابق شکل، از نقطۀ  دو مماس  و  بر دو دایره رسم شده است. اگر  15

 باشد،  چند است؟

R3RMMTMT ′

M = 2RT ′MT

B
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α

چهارضلعی  محیطی است و  مرکز دایره است.  16

ثابت کنید:  

ABCDO

α + β = 180∘

دو دایره مماس خارج به شعاع هاي   و   مفروض  هستند؛ اگر   مماس مشترك و  و   مراکز دو دایره باشند، مساحت  17

چهار ضلعی   چقدر است؟

= 8R1= 2R2TT ′OO′

O TO′T ′
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) دو وتر دلخواه  و  رسم شده اند، ثابت کنید:   قضیه: از نقطۀ  واقع در داخل دایره (  18

MC
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MCAA
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′MA × M = MB × MA
′

B
′

: خط مماس بر دایره در نقطۀ  و امتداد وتر  در نقطۀ  متقاطع هستند. با فرض   19TABM= c , = b , = aAT
⌢

BA
⌢

TB
⌢

اندازة زاویۀ  را در هر یک از حالت هاي زیر تعیین کنید:

 .

 .

 .

                                                 .

M

1c = , a =150∘ 60∘

3c − a = 74∘

2b = , c =120∘ 200∘

4= =
a

1
b

4
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7
تعیین کنید:

.  را در صورتی که  باشد.

.  را در صورتی که  باشد.

.  را در صورتی که  باشد.

.  را در صورتی که  باشد.

1a= , c =M̂ 45∘ 200∘

2c= , a =M̂ 30∘ 55∘

3a= , c = 3aM̂ 45∘

4a= , b =M̂ 60∘ 100∘
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در شکل مقابل،  و  است. ثابت کنید چهارضلعی  ذوزنقۀ متساوي الساقین است.  20AB = QNBC = PQAPNC
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شعاع در نقطۀ تماس بر مماس عمود است. داریم:  1

 2

  

الف) پس می توان گفت که نقطۀ  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است. به همین ترتیب:

  

نتیجه می گیریم که نقطۀ  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است.

. همچنین می دانیم که زاویۀ بین ب) با استفاده از قسمت (الف)، نتیجه می گیریم که  تحت دوران به مرکز  و زاویۀ  روي  تصویر می شود. دوران طولپا است، پس 

. خط و دوران یافتۀ آن به اندازة دوران است، پس: 

 

 3
 الف) طبق شکل داریم:

 ب) طبق روابط طولی داریم:

با توجه به تعریف چهارضلعی محاطی داریم:  4
 

B

A

D

C

به روش مشابه ثابت می شود:  

از  به  وصل می کنیم. شعاع  در  بر مماس  عمود است. پس:  5

    

 6
طبق قضیۀ نیم سازها داریم:
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  (الف

   (ب

⇒ =
⎧
⎩⎨

= , = ⇒ OA||BH ⇒ O B =Â 90∘
Ĥ 90∘

Â B̂2

OA = OB ⇒ O B =Â B̂1

B̂1 B̂2

ABC
△

متساوی الاضلاع ⇒ =ACB^ 60∘
, AC = CB

BAC−60∘

CDE
△

متساوی الاضلاع ⇒ =DCE^ 60∘
, CD = CE

EDC−60∘

ADC−60∘
BEAD = BE

=AFB^ 60∘

{ → T(AD) = BE
T(A) = B

T(D) = E

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

=
x + y

2
70∘

=
x − y

2
50∘

{ x = 120∘

y = 20∘

z(z − 2) = 4 × 12 ⇒ − 2z − 48 = 0 ⇒ z = −6 , z = 8z2 غ.ق.ق ق.ق

+ = + ⇒ + = =B̂ D̂
ADC
⌢

2
ABC
⌢

2
B̂ D̂

360∘

2
180∘

+ =Â Ĉ 180∘

OBOBBBC

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

P C = − O AB̂ 90
∘

B̂

OA = OB ⇒ O A = O BB̂ Â

O A = − O BP̂ 90
∘

Â

⇒ P C = − O B = O A ⇒ P C = B C ⇒ BC = CPB̂ 90∘
Â P̂ B̂ P̂

AD → = ⇒ = نیمساز=
AB

AC

BD

DC

AB

AC + AB

12
12 + 16

3
7

7AB = 3AC + 3AB ⇒ 4AB = 3AC → AB = AC
3
4

A C = AB + AC + BC = AC + AC + 28 = 70B
Δ

محیط
3
4

⇒ AC = 70 − 28 = 42 ⇒ AC = 24cm
7
4

⇒ AB = × 24 = 18cm
3
4

B = + − 2 × 6 × 10 × = 36 + 100 − 60 = 76 ⇒ BC = 2C 2 62 102
cos 60∘

  
1
2

19
−−

√

S = × AB × AC × sin = × 6 × 10 × = 15
1
2

60∘ 1
2

3
−−

√

2
3
−−

√
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  (پ
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   (هاشور زده)

 9

 : رابطۀ سینوسی مساحت

بیشترین مقدار مساحت زمانی است که  باشد. داریم:

مطابق شکل،  نیمساز است. داریم:  10

با توجه به شکل داریم:  11

14 3
120

A B

O
120°

xx

 :قضیۀ کسینوس ها

 12

 مطابق شکل،  بازتاب محوري  نسبت به محور  است. از آنجا که:

B

A

C

M

N

M´

، به  تصویر می شود. پس  با تجانس به مرکز  و نسبت 

 13

 مطابق شکل بازتاب  نسبت به محور  نقطۀ   می باشد.  ،  را در  قطع می کند.

x y

B
A

M

A´

H
1
2

3

داریم:

 14

S = × AB × BC × sin = × 10 × 2 × sin = 15 ⇒ sin =
1
2

B̂
1
2

19
−−

√ B̂ 3
−−

√ B̂

3 3
−−

√

2 19
−−

√

= ( S − S = × π × − × = π − 4S ′ 60∘ (قطاع (مثلث)
60∘

360∘ 42
3
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√

4
42 8

3
3
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√

S = × 4 × 12 × sin
1
2

Â

sin = 1Â

max(S) = × 4 × 12 = 24
1
2
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= = ⇒ = ⇒ = ⇒ BD =
BD
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2
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1
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Δ

نیمساز BI ⇒ = ⇒ = = ⇒ =
AI

DI
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AI
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2
7
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7
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10
17

MN ∥ BC ⇒ ∼ ⇒ = ( =AMN
Δ

ABC
Δ

S
AMN

Δ

S
ABC

Δ

10
17

)2 100
289

⇒ = 1 − =
SMNCB

S
ABC

Δ

100
289

189
289

(14 = + − 2 × x × x ×3
−−

√ )2 x2 x2
cos 120∘

  
−1
2

⇒ × 3 = 2 + = 3 ⇒ = ⇒ x = 14142
x2 x2 x2 x2 142

CM ′N
Δ

MNC
Δ

BC

⇒ ⇒ = = 2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

C = CN = ⇒ C =M ′ BC

2
M ′ AC

2

CN =
BC

2

عکس تالس : N ||ABM ′
CA

CM ′

CB

CN

N CM ′
Δ

Ck = 2ABC
Δ

AxyA′BA′xyM

AH = H , = ⇒ = , = ⇒ =A′ Ĥ 90∘
M̂1 M̂2 M̂2 M̂3 M̂1 M̂3
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A مطابق شکل، مربع  بازتاب محوري  نسبت به محور  می باشد. B

CDG

F E O

M

از آنجا که  و  و  در  همرسند و داریم:  ، پس  مجانس  به مرکز تجانس  و ضریب  می باشد.

،  را به وجود آورد و سپس با تجانس به مرکز  و ضریب  ، آن  را بر  تصویر کرد. همچنین می توان با دوران  به مرکز  و زاویۀ 

طبق روابط طولی داریم:  15

16  محیطی است و  محل همرسی نیمسازهاي زوایاي  است. داریم:

با توجه به شکل داریم:   17

O O

T
T

S

S

1

2

2
2

28
6

´

´

مساحت ذوزنقۀ   برابر  است با:

برهان: از  به  و از  به  وصل می کنیم، دو مثلث  و  متشابه  هستند. زیرا:  18

    

M

A
B

A
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OEDMEFGDAD

CDBDADD= = = 2
CD

DM

DB

OD

AD

DE
ABCDOEDMD2

EFGDD−90∘
OEDMDk = 2ABCD

M = M −T 2 O2 R2

M = M − = M − 9T ′2
O2 (3R)

2
O2 R2

⇒ M − M = M − − M + 9 = 8T 2 T ′2
O2 R2 O2 R2 R2

M = 2R ⇒ M − 4 = 8 ⇒ M = 12 ⇒ MT = RT ′ T 2 R2 R2 T 2 R2 12
−−

√

ABCDOABCD

O B = , O A = ⇒ α = − (O B + O A) = −Â
Â

2
B̂

B̂

2
180∘

Â B̂ 180∘ +Â B̂

2

O D = ,O C = ⇒ β = − (O D + O C) = −Ĉ
Ĉ

2
D̂

D̂

2
180∘

Ĉ D̂ 180∘ +D̂ Ĉ

2

⇒ α + β = − = − =360∘ + + +Â B̂ Ĉ D̂

2
360∘ 360∘

2
180∘

T = = = 8T ′ −d2 ( − )R1 R2
2− −−−−−−−−−−−−

√ −102 62
− −−−−−−

√

O TO
′
T

′

OT ∥ ,OT = 8, = 2, T = 8O′T ′ O′T ′ T ′

= = 40SO TO′T ′

(2 + 8) × 8
2

AB′BA′AMB′BMA′

⇒ = ⇒ MA × M = MB × M

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A = BM̂B′ A′M̂

= =Â B̂
A′B′
⌢

2

MA

MB

MB′

MA′
A′ B′

1) = = =M̂
c − a

2
−150∘ 60∘

2
45∘

2) b + c + a = ⇒ a =360∘ 40∘

= = =M̂
c − a

2
−200∘ 40∘

2
80∘

3) = = =M̂
c − a

2
74∘

2
37∘

4) a = x ⇒ { ⇒ x + 4x + 7x = ⇒ x =
b = 4x
c = 7x

360∘ 30∘

{ ⇒ = = =
a = 30∘

c = 7 × =30∘ 210∘ M̂
c − a

2
−210∘ 30∘

2
90∘
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 20
 می دانیم در هر دایره، اگر دو وتر برابر باشند، کمان  هاي نظیر آنها هم برابرند و بالعکس.
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بنابراین مطابق فرض مسئله داریم:

  

از طرفی براي زوایاي محاطی  و  داریم:

   

) نتیجه می گیریم که چهارضلعی  ذوزنقۀ متساوي الساقین است. ) و ( از روابط (

1) = ⇒ 45 = ⇒ a =M̂
c − a

2
− a200∘

2
110∘

2) = ⇒ = ⇒ c =M̂
c − a

2
30∘ c − 55∘

2
115∘

3) = ⇒ = ⇒ a =M̂
c − a

2
45∘ 3a − a

2
45∘

4) a + b + c = ⇒ a + c =360∘ 260∘

= ⇒ = ⇒ c − a =M̂
c − a

2
60∘ c − a

2
120∘

{ ⇒ 2c = ⇒ c = ⇒ a =
a + c = 260∘

c − a = 120∘ 380∘ 190∘ 70∘

⎧
⎩⎨

AB = QN ⇒ =AB
⌢

QN
⌢

BC = PQ ⇒ =BC
⌢

PQ
⌢

⇒ =ABC
⌢

PQN
⌢

⇒ AC = PN (1)

APC^PCN^

=APC^ ABC
⌢

2
, =PCN^ PQN

⌢

2
⇒ =APC^ PCN^ ⇒ AP∥CN (2)

12APNC
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