
نام و نام خانوادگی:

نام آزمون: کاربرد مشتق ( تشریحی)

تاریخ آزمون:

زمان برگزاري: 75 دقیقه

سید بهروز پرتوي

ورق فلزي مربع شکل به طول ضلع یک متر را در نظر بگیرید. می خواهیم از چهار گوشۀ آن مربع هاي کوچکی به ضلع  برش بزنیم و آنها را کنار  1

بگذاریم. سپس لبۀ جعبه را به اندازة  برمی گردانیم تا یک جعبۀ در باز ساخته شود. مقدار  چقدر باشد تا حجم جعبه حداکثر مقدار ممکن گردد؟
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نمودار توابع  و  و  و  را به نمودار مشتق آن ها، نظیر کنید.  2
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درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  3

f(x)تابع  در بازة  اکیداً صعودي است. = − 3xx3(−1, 1)

در بین تمام مستطیل هایی با محیط ثابت  سانتی متر، طول و عرض مستطیلی با بیشترین مساحت را بیابید.  414

هر صفحۀ مستطیل شکل از یک کتاب جیبی، شامل یک متن با مساحت ثابت  خواهد بود. هنگام طراحی قطع این کتاب، لازم است  5

حاشیه هاي بالا و پایینی هر صفحه  و حاشیه هاي کناري هرکدام یک سانتی متر درنظر گرفته شوند. ابعاد صفحه را طوري تعیین کنید که مساحت هر
صفحه از کتاب کم ترین مقدار ممکن باشد.
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x

y نوع نقاط اکسترمم نسبی تابع زیر را مشخص کنید.  6

ضرایب  و  را در تابع  طوري تعیین کنید که در نقطۀ  ماکزیمم نسبی داشته باشد.  7abf(x) = − + ax + bx4(1, 2)

سه تابع مختلف مثال بزنید که مشتق آن ها باهم برابر باشند.  8
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ایستگاه اتوبوس

موقعیت فعلی آروین

آروین می خواهد به ایستگاه اتوبوسی برود که در  متري غرب و  متري شمال موقعیت فعلی او بعد از پارك قرار دارد. او می تواند با  9

سرعت  متر بر ثانیه از پیاده رو کنار پارك به سمت غرب برود. همچنین، می تواند از درون پارك و تنها با سرعت  عبور کند. باتوجه به شکل،

مقدار  را طوري تعیین کنید که او در کم ترین زمان ممکن به ایستگاه برسد.

20060

32 m/s

x

مقادیر اکسترمم مطلق تابع زیر را تعیین کنید.  10

 f(x) = − 2x + 3 , x ∈ [−3, 2]x2

x

y نقاط اکسترمم مطلق و اکسترمم نسبی را در تابع زیر مشخص کنید.  11

نقاط اکسترمم نسبی تابع  را بیابید.  12f(x) = (x − 1 (x + 2)2 )3

مشخص کنید توابع زیر در چه بازه هایی اکیداً صعودي و در چه بازه هایی اکیداً نزولی است؟  13

f(x)  (ب                     (الف = − x + 2
− −−−−

√f(x) = 3x + 2

مشتق پذیري تابع  را در نقاط  و  بررسی کنید و سپس نمودار  و  را رسم کنید.  14f(x) = | − 2x|x2= 0x0= 2x0ff ′

تابع زیر در چه بازه اي صعودي و در چه بازه  اي نزولی است؟  15

 f(x) =
1

2 + x2

مقادیر ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع   را در بازة   بیابید.  16f(x) = − 4 + 1∣∣x
2 ∣∣[−3, 4]

در تابع  جهت تقعر و نقطه ي عطف را در صورت وجود پیدا کنید.  17f(x) = + 9 + 1x3 x2

در هریک از توابع زیر، ابتدا نقاط بحرانی تابع را به دست آورید و سپس با رسم جدول تغییرات تابع، نقاط ماکسیمم نسبی و مینیمم نسبی آن را در  18
صورت وجود مشخص کنید.

f(x) = + 3 − 9x − 10x3 x2

g(x) = −2 + 3 + 12x − 9x3 x2

h(x) = − − 3x + 2x3

اگر بین دو عدد حقیقی  و  رابطۀ  برقرار باشد، مقادیر  و  را طوري به دست آورید که حاصل ضرب این دو عدد مینیمم  19
شود.

xy5x − y = 10xy

نقاط بحرانی تابع  را مشخص کنید.  20f(x) =
x

− 1x2
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) شکل ابتدا صعودي و سپس نزولی است. آن قسمت از شکل که صعودي است در نمودار  بالاي محور  ها و

آن قسمت از شکل که نزولی است در نمودار  پایین محور  است.
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y)  تابع ثابت است و مشتق آن صفر می شود. بنابراین نمودار  روي محور  ها است.
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) شکل ابتدا نزولی و سپس صعودي است. آن قسمت از شکل که نزولی است در نمودار  پایین محور  ها و

آن قسمت از شکل که صعودي است در نمودار  بالاي محور  ها است.
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→ = ×Vجعبھ مساحت قاعده ارتفاع

V = (1 − 2x ⋅ x)2 = (1 + 4 − 4x)xx2 = 4 − 4 + xx3 x2

12 − 8x + 1 = 0− →−−−
مشتق0=

x2
− →−−−−−−−−−−−−
Δ= −4ac=64−48=16b2
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) شکل یک تابع خطی با شیب منفی است پس مشتق آن یک عدد منفی است یعنی

نمودار  آن یک خط افقی پایین محور  ها است.
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دومتغیره : 

 مساحت متن 

 :پس 

 یک متغیره : 

  بنابراین ابعاد صفحه باید  و  باشد

 6

تابع در کل بازة  هم ماکزیمم نسبی و هم مینیمم نسبی دارد.

 نقطۀ مینیمم نسبی است.

 نقطۀ ماکزیمم نسبی است.

 نقطۀ مینیمم نسبی است.

 نقطۀ مینیمم نسبی است.
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t′x

(x) = 3 − 3 > f:علت0 ′ x2 → 3 > 3 → > 1x2 x2 → x > 1 x < یا1−

y = 7 − x → S = (y)(x) = 7x − x2 → (x) = 7 − 2x = 0S ′ → x = 3٫5 , y = 3٫5

S = (x + 2)(y + 4) = xy + 4x + 2y + 8

= 32 → xy = 32 → y =
32
x

S = x( ) + 4x + 2( ) + 8 = 32 + 4x + + 8
32
x

32
x

64
x

4 − = 0− →−−
=0S ′ 64

x2
= 40 + 4x +

64
x

→ = 4 → = 16 → x = 4 y = 8
64
x2

x2 − →−−

y=
32
y

612

(a, b)

x = b

x = c

x = d

x = e

(x) = −4 + af ′ x3 −4 + a = 0− →−−−
(1)=0f ′

⇒ a = 4

f(1) = 2 ⇒ −1 + 4 + b = 2 ⇒ b = −1

f(x) = 5x + 7 (x) = 5−→− f ′

g(x) = 5x − 7 (x) = 5−→− g′

h(x) = 5x + 11 (x) = 5−→− h′
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200شکل مسئله بدین صورت است.
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ایستگاه اتوبوس

موقعیت فعلی آروین

yپارك

B

 زمان رسیدن آروین از موقعیت فعلی به نقطۀ  است پس:

 زمان رسیدن آروین از نقطۀ  به ایستگاه اتوبوس است پس:

 یک متغیره :  :پس

 10

 طول نقطۀ بحرانی 

 مطلق   ,    مطلق

 11

در  مینیمم مطلق دارد.

در  مینیمم نسبی دارد.

در  مینیمم نسبی دارد.

در  ماکزیمم نسبی دارد.

در کل بازة  هم ماکزیمم نسبی و هم مینیمم نسبی دارد.
تابع ماکزیمم مطلق ندارد.
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→ 5 = 14400 → = 2880 → x = = 24x2 x2 × × 526 32
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√ 5
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f(x) = − 2x + 3 , x ∈ [−3, 2]x2

(x) = 2x − 2 = 0 ⇒ x = 1f ′

x = −3 ⇒ f(−3) = 9 + 6 + 3 = 18

x = 1 ⇒ f(1) = 1 − 2 + 3 = 2

x = 2 ⇒ f(2) = 4 − 4 + 3 = 3

min = 2max = 18

x = a

x = b

x = c

x = d

(d, e)

f(x) = (x − 1 (x + 2 , = R)2 )3 Df

(x) = 2(x − 1)(x + 2 + 3(x + 2 (x − 1 = (x + 2 (x − 1)(2(x + 2) + 3(x − 1))f ′ )3 )2 )2 )2

(x) = (x + 2 (x − 1)(5x + 1) = 0 ⇒f ′ )2
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 مشتق در  تغییر علامت نمی دهد.

 نقطۀ  نقطۀ ماکزیمم نسبی و نقطۀ  نقطۀ مینیمم نسبی تابع است.

 13

 (الف

 چون مشتق همواره مثبت است، پس تابع در کل  اکیداً صعودي است.

  (ب

 

 چون مشتق در بازة  همواره منفی است، پس در دامنه اش  اکیداً نزولی است.

تابع در  و  (ریشه هاي غیرمکرر داخل قدرمطلق) مشتق ناپذیر است بدین علت:  14

 

 

 تابع  در  مشتق ناپذیر است.

 

 

 تابع  در  مشتق ناپذیر است.
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x = 2x = 0
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 و نمودار  به صورت مقابل است:
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y
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تابع  در کل  پیوسته است:  15

 

علامت مشتق فقط به صورت بستگی دارد زیرا مخرج عبارتی همواره مثبت است.

 

تابع در بازة  اکیداً صعودي و در بازة   اکیداً نزولی است.

 16

   مشتق ناپذیر

نقاط  نقاط بحرانی هستند.

 

، باید مشتق دوم آن را تعیین علامت کنیم. براي تعیین جهت تقعر و نقطه ي عطف تابع   17

f ′

fR

f(x) =
1

2 + x2

(x) = = = 0 ⇒ x = 0f ′
0 − 2x × 1

(2 + )x2 2

−2x

(2 + )x2 2

x

(x) =f ′ −2x

(2+ )x2 2

−∞

+

↗

0

0 −

↘

+∞

(−∞, 0][0, +∞)

f(x) = − 4 + 1 ⇒ (x) = , −3 ≤ x ≤ 4∣
∣x

2 ∣
∣ f ′

2x( − 4)x2

− 4∣∣x2 ∣∣

(x) = 0 ⇒ 2x = 0 ⇒ x = 0f ′

⇒ − 4 = 0 ⇒ x = ±2x2

x = ±2 , x = 0

x = −3 ⇒ f(−3) = |9 − 4| + 1 = 6

x = −2 ⇒ f(−2) = 1

x = 0 ⇒ f(0) = 5

x = 2 ⇒ f(2) = 1

x = 4 ⇒ f(4) = |16 − 4| + 1 = 13

مطلق max = 13 , مطلق min = 1

f(x)
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نقطه ي  نقطه ي عطف نمودار تابع است.

 18

ریشۀ حقیقی ندارد. 

 تابع داده شده اکیداً نزولی است و درضمن نقطۀ بحرانی و اکسترمم نسبی ندارد.

 19

 20

         

جواب ندارد، پس نقطۀ بحرانی ندارد.
توجه: ریشه هاي مخرج چون در دامنۀ تابع قرار ندارند، نقطۀ بحرانی محسوب نمی شوند.

f(x) = + 9 + 1 → (x) = 3 + 18xx3 x2 f ′ x2

→ (x) = 6x + 18 = 0 → x = −3f ′′

I = (−3, 1)

f(x) = + 3 − 9x − 10 → = (−∞, +∞)x3 x2 Df

(x) = 3 + 6x − 9 = 0 {f ′ x2 − →−−−−
a+b+c=0 x = 1

x = = −3
c
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→

x

y ′

y

−∞

−∞
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0

17
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↘

1
0

−15
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+

↗

+∞

+∞

g(x) = −2 + 3 + 12x − 9 → = (−∞, +∞)x3 x2 Dg

(x) = −6 + 6x + 12 = 0g′ x2 − →−−−
a+c=b
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⎪
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x = − = = 2
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11
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−
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h(x) = − − 3x + 2 → = (−∞, +∞)x3 Dh

(x) = −3 − 3 = 0 → −3 = 3 → = −1h′ x2 x2 x2

→

x

y ′

y

−∞

+∞

−

↘

+∞

−∞

p = xy = 5 − 10x → (x) = 0 → 10x − 10 = 0 →x2 p′ x = 1
y = −5

(x)f ′ =
( − 1) − 2x2 x2

( − 1)x2 2
⇒ (x)f ′ =

− − 1x2

( − 1)x2 2
⇒ − − 1 = 0x2 ⇒ = −1x2
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