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ماکسیمم مطلق تابع با ضابطۀ  کدام است؟   1f(x) =
۱

− ۴ + ۴ + ۵x۴ x۳ x۲
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۵
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۳
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اگر در تابع  فقط نقاط  بحرانی باشند، مقدار  کدام است؟   2f(x) = { − bxx۳

ax + c

, x < ۳
, x ≥ ۳

x = ± ۳√a + b + c

−۲۷۲۷−۱۹۱۹

دو برابر عددی از عدد دیگر  واحد بیشتر است. اگر حاصلضرب آن‌ها مینیمم باشد، مجموع آن دو عدد کدام است؟   3۶

−
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−
۱
۲

۱
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نمودار تابع  فقط یک نقطۀ اکسترمم نسبی دارد. طول این نقطه کدام است؟   4f(x) =
+ mxx۲

+ x + ۱x۲

۱−۱۱
۲

−
۱
۲

y

x
1-

f اگر نمودار تابع  به صورت سهمی زیر باشد، نمودار  کدام خواهد بود؟   5
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f(x)(x)f ′

مقدار ماکسیمم مطلق تابع  در بازه ی  کدام گزینه است؟   6y = −۲ |x + ۱| + ۲[−۲, ۱]

۴۰۱۲

 

نمودار تابع  به‌صورت زیر است. طول نقطه مینیمم نسبی تابع، کدام است؟   7f(x) = + a + bx + cx۳ x۲

۱
۲

۲

۳
۲

۳

تابع  در دو نقطۀ  و  دارای اکسترمم نسبی است. مقدار ماکزیمم نسبی این تابع کدام است؟   8f(x) = + ۲a + bx + ۱x۳ x۲۲−۶

−۳۹۲۱۷−۲۱۷۵۴

1



تعداد نقاط بحرانی تابع  در بازۀ  کدام است؟   9f(x) = | sin x|[۰, ]
۱۳π

۶
۴۵۶۷

مجموع ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع  کدام است؟   10f(x) = x + xsin۴ cos۴
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۱
۲

۲
۳
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های مثبت، چگونه است؟ تابع  به‌ازای    11

مینیممی برابر  دارد. مینیممی برابر  دارد. ماکزیممی برابر  دارد. ماکزیممی برابر  دارد.

y =
+ ۵x + ۴x۲

x
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اگر نمودار تابع  به شکل مقابل باشد، نمودار  به کدام صورت است؟   12
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تابع  در  دارای نقاط بحرانی و مشتق‌پذیر است. مقدار  کدام است؟   13f(x) =
x−−√۳

x − ۱
x = aa

x = ۰x = ۱x =
۱
۲

x = −
۱
۲

ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع  با دامنۀ  کدام است؟   14

ندارد  مطلق،  مطلق  مطلق،  مطلق

 مطلق، ندارد  مطلق مطلق،  مطلق

f(x) = |x − ۱|= [۰, ۳)Df

= =مینیمم۰ =مینیمم=ماکزیمم۲ ماکزیمم۲

= =ماکزیمم=مینیمم۰ =مینیمم۰ ماکزیمم۳

اگر نقطۀ  ، نقطۀ اکسترمم نسبی تابع  باشد، آن‌گاه مقدار  کدام است؟   15(۲, ۱)f(x) = + a + bx۳ x۲۲b − a

۱۳۸۷۱۱

اختلاف کمترین مقدار و بیشترین مقدار تابع  چقدر است؟   16f(x) =
cos x

۲ + sin x

۲ ۳√

۳
۴ ۳√

۳
۲
۳

۴
۳
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تابع  چند نقطۀ بحرانی دارد؟   17

صفر

f(x) = ۳ − ۴ + ۲۴ − ۱۰x − ۱x۴ x۳ x۲

۱۲۳

کدام گزینه صحیح است؟   18

اگر  موجود باشد، آنگاه  نقطۀ بحرانی تابع است.

اگر  وجود نداشته باشد، آنگاه  نقطۀ بحرانی تابع است.

اگر   در بازه  تعریف شود و  وجود نداشته باشد، آنگاه  نقطۀ بحرانی تابع است.

هر تابعی که در  تعریف می‌شود حداقل یک نقطه بحرانی دارد.

(c)f ′x = c

(c)f
′

x = c

f[a, b](c ∈ (a, b)) (c)f ′x = c

R

در دایره‌ای به شعاع  سانتی‌متر مستطیلی محاط شده است. ماکزیمم مساحت مستطیل چقدر است؟   19۲۰

۱۰۰۱۰۰ ۲√۲۰۰ ۲√۲۰۰

تابع  در  تعریف شده است. برد تابع  کدام است؟   20f(x) = − ۲x + ۳x۲
Rfof(x)

[۲, +∞)[۳, +∞)[۰, +∞)R
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روش اول:   1

کمترين مقدار عبارت  مساوي صفر است بنابراین کمترين مقدار مخرج کسر مساوی  است پس ماکسيمم مطلق تابع  است. )صورت کسر یک عدد مثبت است پس بیشترین

مقدار کسر وقتی به دست می‌آید که مخرج کسر، کمترین مقدار را داشته باشد.(
روش دوم: از تابع مشتق می‌گیریم و نقاط بحرانی آن را به دست می‌آوریم:

 

 

حال مقادير تابع را وقتی  و همچنین در طول‌هاي نقاط بحراني حساب مي‌كنيم.

    و   مطلق  

توجه کنید که اگر بيشترين يا كمترين مقدار تابع به‌ازای  به‌ دست می‌آمدند تابع  يا  مطلق نداشت.

نقاط بحراني نقاطي از درون دامنۀ تعريف هستند که در آن نقاط، مشتق برابر صفر است يا مشتق وجود ندارد.   2

چون قرار است  تنها نقاط بحراني باشند، پس:

    

‌درضمن نقطۀ مرزي يعني  نبايد بحراني باشد، پس بايد تابع در اين نقطه پيوسته و مشتق‌پذير و مشتق آن غيرصفر باشد.

‌

‌شرط پيوستگي )حد راست  حد چپ  مقدار تابع(:

   

‌تساوي مشتق‌هاي راست و چپ:

   

  3

 یک متغیره :  :پس

مشتق تابع را به‌ دست می‌آوریم.   4

 

‌اگر صورت کسر  درجۀ دوم باشد،  نمی‌تواند فقط در یک نقطه تغییر علامت دهد پس صورت این کسر باید از درجۀ اول باشد، یعنی:

   

‌بنابراین  طول اکسترمم نسبی تابع است.

می دانیم که مشتق یک تابع همان شیب خط مماس بر آن تابع است. با رسم مماس در نقاط مختلف تابع  و تعیین علامت شیب خط مماس، نمودار  را به دست   5
می آوریم.
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۱
x۴

۱
+∞

minf(۰) =
۱
۵
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= f(۳) ⇒ ۰ = ۳a + c (∗)

(۳) = (۳)f ′
− f ′

+ ⇒ ۳( ) − ۹ = a۳۲
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در نقطۀ  خط مماس افقی است، پس مشتق  در آن صفر است. برای  خطوط مماس دارای شیب منفی هستند، پس نمودار  باید زیر

 ها باشد. ضمناً توجه کنید که نمودار سهمی مربوط به یک تابع درجه دوم است که مشتق آن از درجۀ اول خواهد بود و نمودارش به صورت یک خط محور 

« درست خواهد بود. است. بنابراین گزینۀ »

y

x1-

- +

 

بهترین روش در این سؤال برای پیدا کردن  مطلق رسم شکل است.   6

x

y

2

1
-1

-2=y x

-2
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2=y x+4

 

مطابق شکل بالا ماکسیمم تابع  می باشد.

نقطه  نقطه ماکزیمم نسبی تابع  است، پس داریم:   7

‌

 طول نقطه مینیمم نسبی تابع است که در این نقطه مقدار تابع نیز صفر است.

  

می‌دانیم در تابع درجۀ سوم، طول نقاط اکسترمم، همان ریشه‌های مشتق تابع هستند. بنابراین:‌   8

 

 

‌پس  و  . با تعیین علامت  داریم:

x 6- 2

+ - +f (x)

-

Max Min

+

f (x)

پس  مقدار ماکزیمم نسبی تابع بوده و مقدار آن برابر  می‌باشد.

 نمودار تابع را رسم می‌کنیم:   9

x

y

A

B D

C E
6

13π
2
3 ππ 2π

2
π0

‌طبق شکل، نقاط  و  نقطۀ بحرانی درون بازه هستند و نقاط  و  هم به‌خاطر آن‌که ابتدا و انتهای بازه هستند، جزء نقاط بحرانی محسوب می‌شوند.

x = −۱fx < −۱f ′

x

۲

Max

⇒
x ≥ −۱ : y = −۲(x + ۱) + ۲ → y = −۲x ,− →−−−

برای رسم
∣
∣
۰
۰

∣
∣
۱
−۲

x < −۱ : y = −۲(−x − ۱) + ۲ → y = ۲x + ۴ ,− →−−−
برای رسم

∣
∣
−۲
۰

∣
∣
−۱
۲

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

y = ۲

A(۰, ۴)f(x) = + a + bx + cx۳ x۲

f(۰) = ۴ ⇒ c = ۴ ⇒ f(x) = + a + bx + ۴x۳ x۲

(x) = ۳ + ۲ax + b ⇒ (۰) = ۰ ⇒ ۰ + ۰ + b = ۰ ⇒ b = ۰f ′ x۲ f ′

f(x) = + a + ۴ ⇒ (x) = ۳ + ۲ax = x(۳x + ۲a)x۳ x۲ f ′ x۲

(x) = ۰ ⇒ {f ′
x = ۰

۳x + ۲a = ۰ ⇒ x = −
۲a

۳

x = −
۲a

۳

f(− ) = ۰ ⇒ (− + a(− + ۴ = ۰
۲a

۳
۲a

۳
)۳ ۲a

۳
)۲ ⇒ − + + ۴ = ۰

۸a۳

۲۷
۴a۳

۹
⇒ = −۴ ⇒ = −۲۷

۴a۳

۲۷
a۳

a = −۳ ⇒ x = − = = طول نقطه مینیمم نسبی۲
۲a

۳
−۲(−۳)

۳

(x) = ۳ + ۴ax + bf ′ x۲ → {
(۲) = ۰ → ۱۲ + ۸a + b = ۰f ′

(−۶) = ۰ → ۱۰۸ − ۲۴a + b = ۰f ′

→ { ۸a + b = −۱۲
۲۴a − b = ۱۰۸

→ a = = ۳ , b = −۳۶
۹۶
۳۲

f(x) = + ۶ − ۳۶x + ۱x۳ x۲(x) = ۳ + ۱۲x − ۳۶f ′ x۲(x)f ′

f(−۶)−۲۱۶ + ۲۱۶ + ۲۱۶ + ۱ = ۲۱۷

C , B, E۴ ،DAx =
۱۳π

۶
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  10

با استفاده از اتحاد  داریم:

‌

  : نکته

 

 

 

   

ابتدا تابع را به‌صورت تفکیک‌شده نوشته و مشتق آن را به دست می‌آوریم:   11

‌

، نوع اکسترمم‌های تابع را تعیین می‌کنیم: x ‌حال با تعیین علامت 

y

- 2 0 2 +

+ - نت-+
نت

max min

y

-

پس  ماکزیمم نسبی و  مینیمم نسبی تابع است.

های مثبت، مینیممی برابر  دارد. ‌به‌ازای 

طبق شکل داده‌شده، تابع  در  و در  صعودی و در  و  نزولی است، پس باید  در  و    12

مثبت و در  و  منفی باشد.

از طرفی طبق شکل باید مقادیر  و  هر دو به  میل کنند )شیب خط مماس بر منحنی تابع  در نقطۀ  از چپ و راست برابر  است(، این شرط در گزینۀ  موجود
است.

به نقاطی به نقاطی از دامنۀ تعریف که در آن نقاط مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد بحرانی می‌گویند.   13

   

تابع در  و  نقطۀ بحرانی دارد ولی  در دامنۀ تابع نیست و نمی‌تواند بحرانی باشد از طرفی تابع در  مشتق‌پذیر نیست چون مخرج تابع مشتق را صفر می‌کند پس در

 تابع دارای نقطۀ بحرانی مشتق‌پذیر است.

نمودار تابع را رسم می‌کنیم.   14

 

 

y

x1 2 3

1
2

  15

نقاط اکسترمم نسبی پیوسته و مشتق‌پذیر در تابع صدق می‌کنند و طولشان مشتق را صفر می‌کند. مختصات نقطۀ  در تابع صدق می‌کند. پس:

+ = − ۲aba۲ b۲ (a + b)۲

x + x = − ۲ x x = ۱ − ۲ x xsin۴ cos۴ ( )x + xsin۲ cos۲
  

۱

۲
sin۲ cos۲ sin۲ cos۲

sin x cos x = sin ۲x
۱
۲

f(x) = x + x = ۱ − ۲ x x = ۱ − ۲(sin x cos x = ۱ − ۲( sin ۲xsin۴ cos۴ sin۲ cos۲ )۲ ۱
۲

)۲

f(x) = ۱ − ۲x , ۰ ≤ ۲x ≤ ۱ ⇒ ۰ ≥ − ۲x ≥ −
۱
۲

sin۲ sin۲ ۱
۲

sin۲ ۱
۲

۱ − ≤ ۱ − ۲x ≤ ۱ ⇒ ≤ f(x) ≤ ۱ ⇒
۱
۲

۱
۲

sin۲ ۱
۲

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= ماکزیمم مطلق۱

مینیمم مطلق=
۱
۲

+ = ۱ + ماکزیمم مطلق= مینیمم مطلق
۱
۲

۳
۲

y = x + ۵ + → = ۱ − = ۰ x = ±۲
۴
x

y ′ ۴

x۲
−→−
x≠۰

y ′

y(−۲) = ۱y(۲) = ۹

x۹

fx < −۲۰ < x < ۳−۲ < x < ۰x > ۳f ′x < −۲۰ < x < ۳

−۲ < x < ۰x > ۳

(۴)f ′
−(۴)f ′

+−∞fx = ۴−∞۴

f(x) =
x−−√

۳

x − ۱
→ (x) =f ′

(x − ۱) − ۱( )
۱(۱)

۳ x۲−−√۳
x−−√

۳

(x − ۱)۲
= = = ۰

x − ۱ − ۳x

۳ x۲−−√۳

(x − ۱)۲

−۱ − ۲x

۳ (x − ۱x۲−−√۳ )۲
→ نقاط بحرانی:

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = −
۱
۲ ق ق

x = ۰ ق ق
x = ۱ غ ق ق

x = ۰x = −
۱
۲

x = ۱x = ۰

x = −
۱
۲

f(x) = |x − ۱| , ۰ ≤ x < ۳

⇒ {
مطلق
مطلق

  = مینیمم۰
  ماکزیمم= ندارد

(۲, ۱)
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‌

‌نقطۀ  اکسترمم نسبی تابع  است. بنابراین داریم:

‌

   

در نتیجه: 

تابع با  متناوب است. رفتار تابع را روی بازه‌ای به طول  مانند  بررسی می‌کنیم. تابع در این بازه پیوسته است. اکسترمم‌های مطلق تابع در   16
نقاط بحرانی دامنه رخ می‌دهد، پس ابتدا نقاط بحرانی تابع را یافته، مقدار تابع را در نقاط مذکور محاسبه و با هم مقایسه می‌کنیم:

 

 

 

‌پس بیشترین و کمترین مقدار تابع برابر  و  است و اختلاف این دو  است.

تابع در  پیوسته و مشتق‌پذیر است، بنابراین باید ریشه‌های  را بیابیم:   17

 چندجمله‌ای درجه سوم است و حداقل یک ریشه و حداکثر سه ریشه دارد. برای بررسی تعداد ریشه‌ها:

همواره  برقرار است  بنابراین تابع  صعودی اکید است و تنها همان یک ریشه را دارد، پس  تنها یک نقطۀ بحرانی دارد.

. نقطۀ  را نقطۀ بحرانی تابع  می‌نامند اگر  جزو دامنۀ تابع باشد و  وجود نداشته باشد یا    18

در گزینۀ  مشخص نیست که تابع در  تعریف شده است یا خیر. برای گزینۀ  می‌توان به‌عنوان مثال‌ نقض تابع  را در نظر گرفت.

معادلۀ دایره‌ای به شعاع  و مرکز مبدأ مختصات به‌صورت  است، پس:   19

 

برد تابع  را به‌ازای  می‌یابیم و آن‌ را به‌عنوان دامنه تابع  در نظر می‌گیریم:   20

 

 ‌

f(۲) = ۱ ⇒ ۸ + ۴a + b = ۱ ⇒ ۴a + b = −۷ (I)

(۲, ۱)f

(۲) = ۰f ′

(x) = ۳ + ۲axf ′ x۲ ⇒ (۲) = ۱۲ + ۴a = ۰f ′ ⇒ a = −۳ b = ۵−→−
(I)

۲b − a = ۲(۵) − (−۳) = ۱۳

T = ۲π۲π[۰, ۲π]

f(x) =
cos x

۲ + sin x
⇒ (x) = = = = ۰f ′ − sin x(۲ + sin x) − cos x(cos x)

(۲ + sin x)۲

−۲ sin x − x − xsin۲ cos۲

(۲ + sin x)۲

−۲ sin x − ۱
(۲ + sin x)۲

⇒ sin x = −
۱
۲

⇒ x = ,
۷π

۶
۱۱π

۶

f( ) = = −
۷π

۶

−
۳√

۲

۲ −
۱
۲

۳
−−

√

۳
, f( ) = =

۱۱π

۶

۳√

۲

۲ −
۱
۲

۳
−−

√

۳

f(۰) = f(۲π) =
۱
۲

۳
−−

√

۳
−

۳
−−

√

۳

۲ ۳
−−

√

۳
R(x) = ۰f ′

(x) = ۱۲ − ۱۲ + ۴۸x − ۱۰ = ۰f ′ x۳ x۲

f ′

g(x) = (x) ⇒ (x) = ۱۲(۳ − ۲x + ۴)f ′ g′ x۲

(x) > ۰g′(۳ > ۰, Δ < ۰)f ′f

cfc(c)f ′(c) = ۰f ′

۲x = c۴f(x) = x

۲۰+ =x۲ y ۲ ۲۰۲

+ = ⇒ = ۴۰۰ − ⇒ y =x۲ y ۲ ۲۰۲
y ۲ x۲ ۴۰۰ − x۲

− −−−−−−−
√

S = xy = x =۴۰۰ − x۲
− −−−−−−−

√ (۴۰۰ − )x۲ x۲
− −−−−−−−−−−

√

S = ۴۰۰ −x۲ x۴
− −−−−−−−−

√

≥ ۰ ⇒ ۴۰۰ − ≥ ۰ ⇒ ≤ ۴۰۰ ⇒y ۲ x۲ x۲
−۲۰ ≤ x ≤ ۲۰ −→−

x≥۰
۰ ≤ x ≤ ۲۰

(x) = , (x) = ۰ ⇒ ۸۰۰x − ۴ = ۰ ⇒ ۴x(۲۰۰ − ) = ۰S ′ ۸۰۰x − ۴x۳

۲ ۴۰۰ −x۲ x۴
− −−−−−−−−

√
S ′ x۳ x۲ ⇒ x = ۰ , x = ۱۰ ۲

−−
√

x = ۰ ⇒ S(۰) = ۰ , x = ۲۰ ⇒ S(۲۰) = ۰

x = ۱۰ ⇒ S(۱۰ ) = = = = ۲۰۰۲
−−

√ ۲
−−

√ ۴۰۰ × ۲۰۰ − ۴۰۰۰۰
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ ۸۰۰۰۰ − ۴۰۰۰۰
− −−−−−−−−−−−−

√ ۴۰۰۰۰
− −−−−

√

f(x)x ∈ Rfof(x) = f(f(x))

f(x) = − ۲x + ۳ = (x − ۱ + ۲ ≥ ۲ ⇒ = [۲, +∞)x۲ )۲ Rf

(x) = ۲x − ۲ = ۰ → x = ۱f
′

−→−
x>۱

صعودی (x) > ۰ ⇒ fof− →−−−−−
x∈[۲,+∞)

f ′ صعودی است تابع

f(x) = − ۲x + ۳, x ∈ [۲, +∞) = [f(۲), +∞] = [۳, +∞)x۲ − →−−−
fصعودی

x≥۲
Rfof 7
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