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سيد بهروز پرتوي

ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را بیابید.   1

‌f(x) = |۲ sin ۳x − ۴| g(x) = |۴ cos ۲x − (الف|۳ (ب

1

22
x

y

π

4
نمودار تابع  به‌‌صورت زیر است، ضابطۀ آن را بیابید.   2f(x) = a sin bx + c

جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  را بیابید.   3sin ۳x + sin ۵x = ۰

دورۀ تناوب، ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را بیابید.   4

‌۱) f(x) = ۴ sin ۵x ۲) g(x) = − cos( x)
۳
۲

۱
۴

معادلات زیر را حل کنید.   5

sin = sin ۳x
π

۲

cos ۲x − cos x + ۱ = ۰

cos x = cos ۲x

cos ۲x − sin x + ۱ = ۱

x − sin x =cos۲ ۱
۴

sin x − cos ۲x = ۰

، مقدار ماکزیمم آن  و مقدار مینیمم آن  باشد. ضابطۀ تابعی به فرم  را بنویسید که دورۀ تناوب آن    6y = a sin bx + cπ۳−۳

، آنگاه حدود  را بیابید. اگر  و    7< α <
π

۳
۵π

۶
tan α =

۲m − ۱
۳

m

معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کرده و جواب‌های واقع در بازۀ  را بیابید.   8[۰, ۲π]

sin x + x =cos۲ ۱
۴

1



معادلات زیر را حل کنید.   9

sin ۳x + ۲ cos ۲x = ۲

جاهای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.   10

yدورۀ تناوب تابع  برابر با .................. است. = ۳ cos(− x)
π

۴
درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید.   11

xمقدار تابع سینوس در  تعریف نشده است. =
π

۲
sin tan

cos
O

ta
n

ta
n

ta
n

π 3

π 4

π
6

π
4

π
3

π 3

با توجه به شکل مقابل جای خالی را در جملۀ داده‌شده به‌طور مناسب پر کنید. »اگر زاویۀ  تنها داخل   12

یک ربع دستگاه مختصات تغییر کند در هر چهار ربع دایرۀ مثلثاتی با افزایش زاویۀ  همواره تانژانت زاویه
.................. می‌یابد.«

α

α

معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کنید.   13

(x − ) + ۲ cos( − x) = ۳sin۲ π

۸
۵π

۸

نمودار هریک از توابع داده‌شده را رسم کرده و بیشترین و کمترین مقدار و دورۀ تناوب تابع را مشخص کنید.   14

y = sin(x − )
π

۲

‌y = − sin x + ۱

 محاسبه کنید. حاصل عبارت  را به‌ازای    15۴ sin x cos x cos ۲xx = ۷٫۵∘

 

 ، نمودار تابع با ضابطۀ  به‌صورت مقابل رسم شده است. مقادیر    16

و  را به‌ دست آورید. 

y = a cos bx + cab

c

دوره تناوب و مقادير ماکزيمم و مينيمم تابع  را به دست آورید.   17y = ۳cos(πx) + ۲

ضابطۀ تابع مثلثاتی سینوس با دورۀ تناوب  و مقادیر ماکزیمم  و مینیمم  را بنویسید.   18۳۵۳
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نمودار داده‌شده مربوط به تابعی با ضابطۀ  و یا  است. باتوجه به نمودار و تشخیص دورۀ تناوب   19
و مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع، ضابطۀ آن را بنویسید.

f(x) = a sin bx + cf(x) = a cos bx + c

A

N
B

A

B

HO
x

با استفاده از شکل داده شده، ابتدا درستی اتحاد مقابل را ثابت کنید.     20

tanسپس حاصل  را بیابید. ۲۲٫۵∘

tan =
x

۲
sin x

۱ + cos x
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  1

 )الف

 )ب

  2

  3

دورۀ تناوب توابع  و  برابر با  و ماکزیمم آنها  و مینیمم آنها  است.   4

‌

  5

f(x) = |۲ sin ۳x − ۴|

−۱ ≤ sin ۳x ≤ ۱ ⇒ −۲ ≤ ۲ sin ۳x ≤ ۲ ⇒ −۲ − ۴ ≤ ۲ sin ۳x − ۴ ≤ ۲ − ۴

⇒ −۶ ≤ ۲ sin ۳x − ۴ ≤ −۲ ⇒ ۲ ≤ |۲ sin ۳x − ۴| ≤ ۶ ⇒ ۲ ≤ f(x) ≤ ۶ ⇒ {max f = ۶
min f = ۲

g(x) = |۴ cos ۲x − ۳|

−۱ ≤ cos ۲x ≤ ۱ ⇒ −۴ ≤ ۴ cos ۲x ≤ ۴ ⇒ −۴ − ۳ ≤ ۴ cos ۲x − ۳ ≤ ۴ − ۳

−۷ ≤ ۴ cos ۲x − ۳ ≤ ۱ ⇒ ۰ ≤ |۴ cos ۲x − ۳| ≤ ۷ ⇒ ۰ ≤ g(x) ≤ ۷ ⇒ {min g = ۰
max g = ۷

= ⇒ T = ۲π ⇒ = ۲π ⇒ |b| = ۱ b = ۱T

۴
π

۲
۲π

|b|
−→−
b>۰

} ⇒ ۲c = ۲ ⇒ c = ۱ ⇒ |a| = ۳ a = −۳
max = |a| + c = ۴
min = −|a| + c = −۲

−→−
a<۰

f(x) = −۳ sin x + ۱

sin:نکته u = sin v ⇒ u = ۲kπ + v , u = ۲kπ + π − v

sin ۳x + sin ۵x = ۰ ⇒ sin ۵x = − sin ۳x = sin(−۳x)

x =
⎧

⎩⎨
۵x = ۲kπ − ۳x ⇒ ۸x = ۲kπ ⇒ x = kπ

۴

‌۵x = ۲kπ + π − (−۳x) = ۲kπ + π + ۳x ⇒ ۲x = ۲kπ + π ⇒ x = kπ + π

۲

⎫

⎭⎬→
∪ kπ

۴

y = a sin bxy = a cos bxT =
۲π

|b|
|a|−|a|

۱) f(x) = ۴ sin ۵x → T = , max = ۴ , min = −۴
۲π

۵

۲) g(x) = − cos( x) → T = = ۸π , max = | − | = , min = −| − | = −
۳
۲

۱
۴

۲π

۱
۴

۳
۲

۳
۲

۳
۲

۳
۲

sin = sin ۳x ⇒ ⇒ ۳x = ۲kπ + ⇒ x = +
π

۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

۳x = ۲kπ +
π

۲
۳x = ۲kπ + π − = ۲kπ +

π

۲
π

۲

π

۲
۲kπ

۳
π

۶

cos ۲x − cos x + ۱ = ۰ ⇒ ۲ x − ۱ − cos x + ۱ = ۰ ⇒ ۲ x − cos x = ۰cos۲ cos۲

⇒ cos x(۲ cos x − ۱) = ۰ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

cos x = ۰ ⇒ x = kπ +
π

۲

۲ cos x − ۱ = ۰ ⇒ cos x = = cos ⇒ x = ۲kπ ±
۱
۲

π

۳
π

۳

cos x = cos ۲x ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲x = ۲kπ + x ⇒ x = ۲kπ

۲x = ۲kπ − x ⇒ ۳x = ۲kπ ⇒ x =
۲kπ

۳

cos ۲x − sin x + ۱ = ۱ ⇒ cos ۲x = sin x
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‌با استفاده از رابطۀ  داریم:

‌با فرض  داریم:

‌

می‌دانیم تابع  دارای مقدار ماکزیمم  و مقدار مینیمم  و دورۀ تناوب  است.   6

 

 

 یا  یا  یا 

  7
با توجه به دایرۀ مثلثاتی مقابل داریم:

 

3
π

6
π5

3

3
3

  8

cos( − x) = sin x
π

۲
cos ۲x = cos( − x) ⇒ ۲x = ۲kπ ± ( − x)

π

۲
π

۲

۲x = ۲kπ + − x ⇒ ۳x = ۲kπ + ⇒ x = +
π

۲
π

۲
۲kπ

۳
π

۶
۲x = ۲kπ − + x ⇒ x = ۲kπ −

π

۲
π

۲

x − sin x = ⇒ ۱ − x − sin x = ⇒ x + sin x − = ۰cos۲ ۱
۴

sin۲ ۱
۴

sin۲ ۳
۴

sin x = t

+ t − = ۰ ⇒ Δ = ۱ − ۴ × ۱ × (− ) = ۴ ⇒ t = = , −t۲ ۳
۴

۳
۴

−۱ ± ۲
۲

۱
۲

۳
۲

sin x = − , sin x = = sin ⇒ x = ۲kπ +
۳
۲

غ ق ق
۱
۲

π

۶
π

۶

x = ۲kπ + π − ⇒ x = ۲kπ +
π

۶
۵π

۶

sin x − cos ۲x = ۰ ⇒ cos ۲x = sin x ⇒ cos ۲x = cos( − x)
π

۲

⇒ ۲x = ۲kπ ± ( − x) ⇒
π

۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

۲x = ۲kπ + − x ⇒ ۳x = ۲kπ + ⇒ x = +
π

۲
π

۲
۲kπ

۳
π

۶

۲x = ۲kπ − + x ⇒ x = ۲kπ −
π

۲
π

۲

y = a sin bx + c|a| + c−|a| + c
۲π

|b|

= π
۲π

|b|
⇒ |b| = ۲

{
|a| + c = ۳
−|a| + c = −۳

⇒
|a| = ۳
c = ۰

y = ۳ sin(۲x)y = −۳ sin(۲x)y = ۳ sin(−۲x)y = −۳ sin(−۲x)

< α < ⇒ < α < π −
π

۳
۵π

۶
π

۳
π

۶

< α < π − ⇒ tan α > tan α < −
π

۳
π

۶
۳
−−

√ یا
۳
−−

√

۳

⇒ > < −
۲m − ۱

۳
۳
−−

√ یا
۲m − ۱

۳

۳
−−

√

۳

⇒ ۲m − ۱ > ۳ ۲m − ۱ < −۳
−−

√ یا ۳
−−

√

⇒ m > m <
۳ + ۱۳

−−
√

۲
یا

۱ − ۳
−−

√

۲

sin x + x = ⇒ sin x + ۱ − x = ⇒ x − sin x − = ۰cos۲ ۱
۴

sin۲ ۱
۴

sin۲ ۳
۴

Δ = ۱ + ۳ = ۴ ⇒ sin x = = ,
۱ ± ۲

۲
۳
۲

−۱
۲

sin x =
۳
۲

غیرقابل‌قبول
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  9

نکته:    ، 
طبق نکتۀ فوق معادله را تغییر شکل می‌دهیم:

 

 

 

 

 

 

    10

    11

نادرست

  12
sin افزایش tan

cos
O

ta
n

ta
n

ta
n

π 3

π 4

π
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π
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π
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13    :می‌دانیم

  14

sin x = − = sin(− ) ⇒
۱
۲

π

۶

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = ۲kπ − (۱)
π

۶

x = ۲kπ + = ۲kπ + (۲)
π

۶
۷π

۶

(۱) ⇒ x = ۲π − =
π

۶
۱۱π

۶

(۲) ⇒ x =
۷π

۶

sin ۳x = ۳ sin x − ۴ xsin۳۱ − cos ۲x = ۲ xsin۲

۳ sin x − ۴ x + ۲ cos ۲x = ۲ ⇒ ۳ sin x − ۴ x = ۲ − ۲cos۲x = ۲(۱ − cos ۲x) (∗)sin۳ sin۳

⇒ ۳ sin x − ۴ x = ۲ × ۲ x ⇒ ۴ x + ۴ x − ۳ sin x = ۰sin۳ sin۲ sin۳ sin۲

⇒ sin x(۴ x + ۴ sin x − ۳) = ۰sin۲

⇒ ۱) sin x = ۰ = sin(۰) ⇒ x = kπ (k ∈ Z)

۲) ۴ x + ۴ sin x − ۳ = ۰ ⇒ (۲ sin x + ۳)(۲ sin x − ۱) = ۰ ⇒sin۲
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

sin x = →
−۳
۲

ناممکن است.

sin x =
۱
۲

⇒ sin x = = sin( ) ⇒ x =
۱
۲

π

۶

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲kπ + (k ∈ Z)π

۶

۲kπ + (k ∈ Z)
۵π

۶

y = a cos b x + c ⇒ T = ⇒ T = = ۸
۲π

|b|

۲π

| |
−π

۴

sin( − α) = cos α
π

۲

(x − ) + ۲ cos( − x) = ۳ ⇒ (x − ) + ۲ sin( − ( − x)) − ۳ = ۰sin۲ π

۸
۵π

۸
sin۲ π

۸
π

۲
۵π

۸

⇒ (x − ) + ۲ sin( − + x) − ۳ = ۰sin۲ π

۸
π

۲
۵π

۸

⇒ (x − ) + ۲ sin(x − ) − ۳ = ۰ , sin(x − ) = tsin۲ π

۸
π

۸
π

۸

⇒ + ۲t − ۳ = ۰ ⇒ t = ۱ , t = −۳t۲

‌sin(x − ) = −۳ , sin(x − ) = ۱ ⇒ x − = ۲kπ +
π

۸
غ ق ق

π

۸
π

۸
π

۲

⇒ x = ۲kπ + + ⇒ x = ۲kπ +
π

۲
π

۸
۵π

۸
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روش اول: نمودار  را رسم کرده و به میزان  به‌سمت راست منتقل می‌کنیم. بنابراین داریم:

π π2π-π-2

y

x

1-
0

1

2-

2

 
روش دوم:‌

 

کافی است نمودار  را رسم کنیم.‌

برای رسم نمودار کافی است نمودار  را رسم کرده و یک واحد به بالا انتقال دهیم. با توجه به نمودار داریم:

π π2π-π-2

y

x

1-
0

1
2

2-  

         15

  16

‌

  17

  18

   

   

  19

‌باتوجه به نمودار  و  هردو مثبت‌اند پس:

‌

در مثلث قائم‌الزاویۀ  داریم:   20

‌

. ‌از طرفی چون زاویۀ  محاطی است پس برابر نصف کمان روبه‌رو است یعنی نصف کمان  یا همان  است لذا: 

در مثلث قائم‌الزاویۀ  داریم:

y = sin x
π

۲
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

T = ۲π

Max = ۱
Min = −۱

y = sin(x − )
π

۲
= sin(−( − x)) = − cos x

π

۲
y = − cos x

y = − sin x

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

T = ۲π

Max = ۲
Min = ۰

۲ sin ۲x cos ۲x = sin ۴x = sin ۴(۷٫۵) =
۱
۲

۲T = − (− ) = ۴π → T = ۲π → = ۲π → b = ±۱
۷π

۲
π

۲
۲π

|b|

c = = ۱
۴ + (−۲)

۲

|a| = = ۳ → a = −۳
۴ − (−۲)

۲

T = = = ۲ max = |a| + c = ۵ , min = −|a| + c = −۱
۲π

|b|

۲π

|π|

دورۀ تناوب : T =
۲π

∣b∣
⇒ ۳ =

۲π

∣b∣
⇒∣ b ∣=

۲π

۳

∣a ∣= ۱ , c = ۴ ⇒ y = sin x + ۴
۲π

۳
یا y = − sin x + ۴

۲π

۳

T = f(x) = a cos bx + c
π

۲

= ⇒∣ b ∣= ۴
۲π

∣b∣

π

۲
max = ۷ =∣ a ∣ +c

min = −۵ = − ∣ a ∣ +c

c = = ۱ ⇒ ۷ =∣ a ∣ +۱ ⇒∣ a ∣= ۶
۷ + (−۵)

۲
ab

f(x) = ۶ cos ۴x + ۱

O HN
Δ

tan x = =
NH

OH

sin x

cos x

N AA ′̂AN
⌢

x
⌢=A ′̂ x̂

۲

HA′N
Δ

7

ت ) تشریحی(
مثلثا

سيد بهروز پرتوي



 

‌
‌پس می‌توان نوشت:

 

 

tan =A′ NH

HA′
⇒ tan =

x

۲
sin x

۱ + cos x

( O = ۱, OH = cos x)A′

tan = =۲۲٫۵∘ sin ۴۵∘

۱ + cos ۴۵∘

۲
−−

√

۲

۱ +
۲
−−

√

۲

⇒ = =۲۲٫۵∘

۲
−−

√

۲

۲ + ۲
−−

√

۲

۲
−−

√

۲ + ۲
−−

√

→ گویا می‌کنیم×
۲
−−

√

۲ + ۲
−−

√

۲ − ۲
−−

√

۲ − ۲
−−

√
⇒ tan = = − ۱۲۲٫۵∘

۲ − ۲۲
−−

√

۲
۴−۲

۲
−−

√
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