
نام و نام خانوادگی:

نام آزمون: مشتق ( تستی)

تاریخ آزمون:

زمان برگزاري: 25 دقیقه

سید بهروز پرتوي

تابع با ضابطه ي  ، بر روي مجموعه ي اعداد حقیقی مشتق پذیر است.  کدام است؟  1f(x) = { a + bxx3

2 4x − 3− −−−−−√
;

;

x < 1
x ≥ 1

b

1
2

1
3
2

2

، نمودار تابع  با خط  تقاطع ندارد؟ به ازاي کدام مقادیر   2mf(x) = m + 1x2g(x) = mx

0 ≤ m ≤ 40 ≤ m < 4m < 0 m > mیا4 ≥ 0

تابع  مشتق پذیر است. اگر  باشد، معادله ي خط مماس بر تابع  در نقطه اي به طول  واقع بر آن  3

کدام است؟

f=lim
x→2

f(x) + 2
x − 2

1
2

y = xf( )x−−√x = 4

2y + 3x + 4 = 02y + 3x = 222y = 3x + 102y = 3x − 22

جدول مقابل مقادیر تابع پیوستۀ  را در همسایگی نقطۀ  نشان می دهد. نمودار تابع  در همسایگی نقطۀ  به کدام صورت  4
است؟

 

    

y = f(x)x = 2fx = 2

x

f(x)

1٫9999
45

2
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2٫0001
5٫0001

در تابع  حاصل  کدام است؟  5f(x) = (2 + x)( + )( + ) ⋯ ( + )22
x2 24

x4 22n

x2n

(0)f ′

22n−1

− 222n+1

2 −22n+1

− 122n+1

، آنگاه حاصل  کدام است؟ اگر   6f(x) = { x3

2 − 1x2
|x| ≥ 1
|x| < 1

lim
h→0+

f(1 − h) − f(1)

2h
3
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−
3
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−2−
1
2

نقطۀ  روي منحنی  قرار دارد. فاصلۀ نقطۀ  از نقطۀ  تابعی از طول نقطۀ  است. آهنگ تغییر لحظه اي این فاصله وقتی  7

طول نقطۀ  برابر  است، کدام است؟

Af(x) = x−−√AB(2, 0)A

A3

10٫250٫750٫5

اگر  باشد، مقدار  کدام است؟  8f(x) = (x − 1) 2 + 6x
3

x
2

− −−−−−−−
√(1)f ′

− 2√2√2 2√2

1



تابع  در  مشتق پذیر است. اگر  باشد، مشتق تابع  در  کدام است؟  9fx = 2=lim
h→0

f(2 + h) − 9
h

3
2

g(x) = x f(x)
− −−−

√x = 2

2٫533٫54

فرض کنیم تابع  روي  از مرتبه ي دوم مشتق پذیر باشد و براي هر  از اعداد حقیقی داشته باشیم  و  10

 ، آن گاه  کدام است؟

R  R→
f

Rxh(x) = f(1 − 4 )x2

(1) = 1f ′(0)h′′

−16−8816

، در بازة  از آهنگ لحظه اي تغییرات تابع در ابتداي این بازه، ، آهنگ متوسط تغییر تابع نسبت به تغییر متغیر  در تابع   11
چقدر کم تر است؟

f(x) = x−−√x[1, 1٫44]

1
11

1
22

1
33

1
44

حجم آب باقی مانده در ظرفی که در انتهاي آن سوراخی وجود دارد در زمان  از رابطۀ  به دست می آید. اگر آهنگ  12

لحظه اي کاهش حجم آب در لحظه  برابر   باشد، مقدار  کدام است؟

tf(t) = 40(1 − )
mt3

3
t = 2−40m

1
2

4
1
4

2

در نقطۀ  به طول  واقع بر نمودار تابع  مماسی بر منحنی رسم کرده ایم. اگر تانژانت زاویۀ بین مماس و محور طول ها   13

باشد، مقادیر  کدام است؟

Aay = + 5x + 7x
25

a

5, 10, −1−5, 05, 2

معادلۀ خط مماس بر نمودار تابع  در نقطه اي به طول یک واقع بر نمودار، کدام است؟  14y = − 2∣∣x
2 ∣∣

2x + y = 3x + 2y = 33x − y = 23y − x = 2

مشتق  چند برابر  است؟  15y = (1 + x) sin 2xtan21
xcos2

1234

، شیب خط مماس بر خط  بر نمودار تابع  در  مماس است. اگر داشته باشیم   16

نمودار تابع  در نقطه اي به طول  کدام است؟

y + 2x = 6fx = 1g(3x − 1) = ( ) +f
2

x−−√ f(x)
− −−−

√

gx = 1

11
3

7
13

−
19
3

−
17
6

، مقدار  کدام است؟ ( نماد جزء صحیح است.) اگر  و   17f(x) = ( − ax + a − 1)([x] + [−x])x2(1) = 2af ′a[ ]

12−1−2

نمودار مشتق تابع  به کدام صورت است؟  18
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 1

شرط مشتق پذیري تابع  در  آن است که تابع  در  پیوسته باشد و مشتق هاي راست و چپ آن در  با هم برابر باشند.

 : شرط پیوستگی

 :تساوي مشتق هاي راست وچپ

از  و  جواب  و  بدست می آید.

دو تابع را تلاقی می دهیم و معادلۀ تلاقی نباید ریشۀ حقیقی داشته باشد.  2

 

 توجه کنید اگر  باشد دو تابع به صورت  و  در می آیند که هم دیگر را قطع نمی کنند بنابراین  است.

می دانیم:    3
چون جواب حد، عدد شده است و مخرج، صفر شده است پس صورت هم باید صفر باشد. حال به کمک روش هوپیتال، رفع ابهام می کنیم.

همچنین داریم  ، لذا خواهیم داشت:

می توانیم شیب نیم مماس هاي چپ و راست را در نقطۀ  با شیب خطوط قاطع، تخمین بزنیم. یعنی داریم:  4

 

ها باشد و نیم مماس راست داراي زاویۀ   بنابراین شیب نیم مماس چپ به  نزدیک می شود و شیب نیم مماس راست به عدد  نزدیک می شود، در نتیجه باید نیم مماس چپ موازي محور 

ها باشد. از این رو گزینۀ  جواب است. با محور 

تابع را به صورت زیر می نویسیم.  5

  

با ادامه روند فوق داریم:

 

fx = afx = ax = a

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = 2 = 2lim
x→1+

lim
x→1+

4x − 3
− −−−−−

√

f(x) = (a + bx) = a + b ⇒ a + b = 2 (I)lim
x→1−

lim
x→1−

x3

f(1) = 2

f (1) = f (1) → 2 × = 3a + b → 4 = 3a + b (II)′

+

′

−

4

2 4x − 3
− −−−−−

√
x2

IIIa = 1b = 1

{ m + 1 = mx m − mx + 1 = 0 :
f(x) = m + 1x2

g(x) = mx
− →−−

تلاقی
x2 −→− x2 معادلۀ تلاقی

Δ < 0 − 4ac < 0 − 4m < 0 m(m − 4) < 0−→− b2 −→− m2 −→−

0 < m < 4−→−
m

< عبارت0
−∞

+

0
0 −

4
0 +

+∞
−→−

m = 0f(x) = 1g(x) = 00 ≤ m < 4

y = f(u) → = (u)y ′ u′f ′

= (2) = → (2) =lim
x→2

(x)f ′

1
f ′ 1

2
f ′ 1

2

y = xf( ) ⇒ = 1(f ) + x( ( )) (4) = f(2) + (2) = −2 + = −x−−√ y ′ x−−√
1

2 x−−√
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x=4
y ′ 4

2 4
−−

√
f ′ 1

2
3
2

y(4) = 4f( ) = 4f(2) = −84
−−

√

y − (−8) = − (x − 4) ⇒ 2y + 16 = −3x + 12 ⇒ 2y + 3x + 4 = 0
3
2

x = 2

A(1٫9999, 45) , B(2, 5) , C(2٫0001, 5٫0001)

= = = −400000mAB

45 − 5
1٫9999 − 2

40
−0٫0001
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−∞1y45∘

x3

f(x) =
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می دانیم  و  است.  6

    

براي محاسبۀ  از ضابطۀ پایین استفاده می کنیم.

   

نقطۀ  روي منحنی  قرار دارد. فاصلۀ این نقطه تا نقطۀ  برابر است با:  7

  

 ملاحظه می شود که این فاصله تابعی از  ، طول نقطۀ  ، است. آهنگ تغییر لحظه اي تابع  وقتی  است، برابر  است؛ پس:

 

، صفر می شود پس فقط کافی است از  مشتق گرفته و در بقیۀ عبارت،  را جایگزین کنیم. 8  به ازاي 

 

 9

، مشخص است که   و    . با توجه به رابطه داده شده و مشتق پذیر  در 

 

می دانیم:    10

از آن جا که تابع  در  مشتق مرتبه ي دوم دارد بنابراین دو بار از تابع  مشتق می گیریم. بنابراین داریم:

 11

  

 

بنابراین  کم تر است.

 12

فرض کنید شیب خط مماس  باشد، از آنجا که محور طول ها شیب صفر دارد، لذا زاویه بین خط مماس و محور طول ها برابر است با:  13

  زاویۀ خط مماس و محور طول ها

درنتیجه خط مماس در نقطه  به طول  ، شیب  دارد، لذا خواهیم داشت:

(x) =f ′ − × (2 − x) − (−1)( − )2n+1
x −12n+1 22n+1

x2n+1

(2 − x)2

(0) = =f ′ 0 + 22n+1

22
2 −22n+1

y = f(u) → = (u)y ′ u′f ′f(x) = { x3

2 − 1x2

x ≥ 1 x ≤ یا1−
−1 < x < 1

=lim
x→0+

f(1 − h) − f(1)

h

0
0

− →−−
HOP

lim
x→0+

− (1 − h)f ′

2
= − ( )

1
2
f ′ 1−

( )f ′ 1−

( ) = 4x = 4f ′ 1−
→ − ( ) = −2

1
2
f ′ 1−

A(x, )x−−√y = x−−√B(2, 0)

d = =(x − 2 + ( − 0)2 x−−√ )2− −−−−−−−−−−−−−−−−
√ − 4x + 4 + xx2

− −−−−−−−−−−−−
√ ⇒ d(x) = − 3x + 4x2

− −−−−−−−−−
√

xAdx = 3(3)d ′

(x) =d ′ 2x − 3

2 − 3x + 4x2
− −−−−−−−−−

√
⇒ (3) = = = 0٫75d ′ 3

2 4
−−

√

3
4

x − 1x = 1x − 1x = 1

f(x) = (x − 1) → (1) = 1 × = = 22 + 6x3 x2
− −−−−−−−

√ f ′ 2 + 6
− −−−−

√ 8
−−

√ 2
−−

√

fx = 2f(2) = 9(2) =f ′ 3
2

g(x) = x ⇒ (x) = +f(x)
− −−−

√ g′ f(x)
− −−−

√
x (x)f ′

2 f(x)
− −−−

√

⇒ (2) = + = 3 + = 3 + = 3٫5g′ f(2)
− −−−

√ 2 (2)f ′

2 f(2)√

3
2
3

1
2

y = f(u) → = (u)y ′ u′f ′

fRf

h(x) = f(1 − 4 ) ⇒ (x) = (−8x) (1 − 4 )x2 h′ f ′ x2

(x) = (−8x)( (1 − 4 ) × (−8x)) + ((−8) (1 − 4 ))− →−−−−−−
مشتق حاصلضرب

h′′ f ′′ x2 f ′ x2

⇒ (0) = 0 × ( (1) × 0) + (−8) (1)   (0) = −8 (1) = −8 × 1 = −8h′′ f ′′ f ′ − →−−−−
(1)=1f ′

h′′ f ′

آھنگ متوسط=
f(1٫44) − f(1)

1٫44 − 1
= =

−1٫44
− −−−

√ 1
−−

√

0٫44
1٫2 − 1

0٫44
= = =

0٫2
0٫44

20
44

5
11

(x) = ⇒ (1) =f ′ 1
2 x−−√

f ′ 1
2

−
5

11
1
2

= = −
10 − 11

22
1

22
1

22

f(t) = 40 − ⇒ (t) = −40m
40m

3
t3 f ′ t2

(2) = −40 ⇒ −40m × 4 = −40 ⇒ 4m = 1 ⇒ m =f ′ 1
4

m

= tan θ = = = 5 ⇒ |m| = 5
∣

∣
∣

−m1 m2

1 + ⋅m1 m2

∣

∣
∣

∣

∣
∣

m − 0
1 + m(0)

∣

∣
∣

Aa5
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ابتدا نقطۀ  را در منحنی قرار می دهیم تا عرض نقطه به دست آید. لذا داریم:  14

، درنتیجه خواهیم داشت: حال مشتق تابع را در نقطۀ  به دست می آوریم. توجه کنید که در اطراف نقطۀ  ، 

 : معادلۀ خط مماس

چون  در نتیجه:  15

   

 در نتیجه  چون  پس:

. حال داریم: خط  بر نمودار تابع  در  مماس است، پس   16

 

  

از تعریف مشتق استفاده می کنیم:  17

  

 بنابراین:

 

 18

 

 با توجه به ضابطه هاي  و  مشخص می شود که تابع  در نقاط  و  مشتق ناپذیر است؛ بنابراین نقاط  و  در دامنۀ تابع مشتق قرار ندارند. از طرف دیگر در بازة

 پاره خط  و در بازه هاي  و  نیم خط هاي  رسم شده است؛ بنابراین گزینۀ  جواب است.

y = + 5x + 7 ⇒ = 2x + 5 (a) = 2a + 5 ⇒ {x2 y ′ −→−
x=a

y ′ 2a + 5 = 5 ⇒ a = 0
2a + 5 = −5 ⇒ a = −5

x = 1

y = − 2 y = |1 − 2| = 1 ⇒ A(1, 1)∣
∣x

2 ∣
∣ −→−

x=1

(1, 1)x = 1− 2 < 0x2

y = − 2 y = −( − 2) = − + 2 ⇒ = −2x = −2(1) = −2∣
∣x

2 ∣
∣ − →−−−−−−

x=1 در اطراف
x2 x2 y

′
−→−
x=1

y
′

A(1, 1) , (1) = −2 ⇒ y − 1 = −2(x − 1) ⇒ y + 2x = 3y ′

sin 2x =
2 tan x

1 + xtan2

y = (1 + x)tan2 = 2 tan x
2 tan x

1 + xtan2

= 2(1 + x)y ′ tan21 + x =tan2 1
xcos2

=y ′ 2
xcos2

y = −2x + 6fx = 1{
f(1) = 4

(1) = −2f ′

g(3x − 1) = ( ) +f 2 x−−√ f(x)
− −−−

√ ⇒ 3 (3x − 1) = 2( ( ))f( ) +g′ 1
2 x−−√

f ′ x−−√ x−−√
(x)f ′

2 f(x)
− −−−

√

3 (2) = (1)f(1) +−→−
x=1

g′ f ′ (1)f ′

2 f(1)
− −−−

√
⇒ 3 (2) = −8 +g′ −2

4
⇒ (2) = −g′ 17

6

(1) =f ′ lim
x→1

f(x) − f(1)

x − 1
= lim

x→1

( − ax + a − 1)([x] + [−x]) − 0x2

x − 1
= lim

x→1

(x − 1)(x − a + 1)([x] + [−x])

x − 1
= (x − a + 1)([x] + [−x]) = (2 − a)(−1) = a − 2lim

x→1

(1) = a − 2 = 2a ⇒ a = −2f ′

f(x) = | − 1| = {x2 − 1 x ≤ −1 x ≥ 1x2 یا
− + 1 − 1 < x < 1x2

(x) = {f ′ 2x x < −1 x > یا1
−2x − 1 < x < 1

ff ′fx = 1x = −1x = −1x = 1

(−1, 1)y = −2x(−∞, −1)(1, +∞)y = 2x1

5
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