
نام و نام خانوادگی:

نام آزمون: مشتق ( تشریحی)

تاریخ آزمون:

زمان برگزاري: 75 دقیقه

سید بهروز پرتوي

در نمودار مقابل خط  در نقطه  بر نمودار  مماس شده است:  1

الف) مشتق تابع  را در نقطه  محاسبه کنید.

ب) شیب نمودار را در نقاط  مقایسه کنید.
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اگر  باشد.  را با استفاده از تعریف مشتق به دست آورید.  2f(x) = 1 − 2x2(−1)f ′

،  را به دست آورید و معادلۀ خط مماس بر منحنی  را در نقطه اي به طول  واقع بر آن بنویسید. اگر   3f(x) = 3 − 2x + 1x2(2)f ′f2

در جاهاي خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید.  4

h(x)اگر  باشد، آنگاه  برابر .................. است. = 3 + 2 − 1x4 x2(1)h′′

نمودار توابع  و  را در شکل مقابل در نظر بگیرید.  5

،  و   الف) اگر  مطلوب است 

،  و  ب) اگر  مطلوب است، 

fg

h(x) = f(x) ⋅ g(x)(1)h′(2)h′(3)h′

k(x) =
f(x)

g(x)
(1)k′(2)k′(3)k′

. در یک زمان داده شده، چگونه می توان مسافت در هر ثانیه علی  متر با دوچرخه و رضا  متر با پاي پیاده طی می کنند، به طوري که   6
طی شده توسط رضا و علی را مقایسه کرد؟

الف) علی  متر بیش از رضا مسافت طی خواهد کرد.

ب) علی  متر بیش از رضا مسافت طی خواهد کرد.

پ) علی  متر بیش از رضا مسافت طی خواهد کرد.

ت) علی  برابر رضا مسافت طی خواهد کرد.

ث) علی  برابر رضا مسافت طی خواهد کرد.

jsj > s

j − s

j ⋅ s

j/s

j ⋅ s

j/s

در تابع  حاصل  را بیابید.  7f(x) =
x2

x + 1
(1)f ′′

مشتق پذیري توابع زیر را در نقاط داده شده بررسی کنید.  8
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f(x) = x , = 2− 4x + 4x2
− −−−−−−−−−

√ x0

f(x) = , = 01 − 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√ x0

f(x) = , = −3|x + 3|
− −−−−−

√ x0

مشتق بگیرید. (ساده کردن لازم نمی باشد.)  9

f(x) = ( − 8x + 7x3 )19

f(x) = ( )3 + 5x2

1 − x

7

f(x) = ( − 8x ( − 5xx2 )11 x3 )4

f(x) =
1 − 2x
x + 5

− −−−−−

√3

f(x) =
− 8xx2

− −−−−−
√

1 − 6x
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با توجه به نمودار داده شده، گزینۀ مناسب را انتخاب کنید.  10

در کدام نقطه مماس افقی بر نمودار رسم می شود؟

BEالف)      ب) 

شیب خط مماس در نقطۀ  چه علامتی دارد؟
الف) مثبت       ب) منفی

F

شیب خط مماس بر نمودار، در نقطۀ  نسبت به نقطۀ  چگونه است؟
الف) بیشتر        ب) کمتر

DB

نمودار تابعی را رسم کنید که مشتق آن  11
ب) در  برابر  شود.الف) در یک نقطه برابر صفر شود.

ت) در تمام نقاط یکسان باشد.پ) در تمام نقاط مثبت باشد.
ث) در تمام نقاط منفی باشد.

x = 23

نقاطی روي منحنی تابع  بیابید که مماس در آن نقاط، عمود بر نیمساز ربع اول و سوم باشد.  12f(x) = − + 2x + 5x3

مختصات نقاطی روي منحنی  که مماس در آن نقاط، موازي محور  ها است را به دست آورید.  13y =
+ 1x2

x
x

2
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سید بهروز پرتوي



تابع  داده شده است.  14

ب) نشان دهید که  و  وجود ندارند.الف) نمودار تابع  را رسم کنید.
ت) نمودار تابع  را رسم کنید.پ) ضابطۀ تابع مشتق را بنویسید.

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

5x − 4
x2

x + 6

x < 0
0 ≤ x ≤ 3
x > 3

f(0)f ′(3)f ′

f ′

مشتق پذیري تابع  در نقطۀ  را بررسی کنید.  15f(x) = |x + 2|
− −−−−−

√x = −2

مشتق پذیري تابع  را در  بررسی کنید.  16f(x) = 1 − 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√x = 0

با استفاده از تعریف، مشتق تابع  را در نقطۀ  بیابید.  17f(x) = + 2x
3

a

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  18

tسرعت لحظه اي در  براي متحرکی با معادلۀ حرکت  برابر  است. = 2f(t) = + 3tt27

C
B

A

y=-x براي نمودار  اعداد داده شده را از کوچک تر به بزرگ تر مرتب کنید.  19

,  ,  در نظر بگیرید.)  , ( راهنمایی: شیب هاي داده شده از (الف) تا (ج) را به ترتیب 

الف. شیب نمودار در نقطۀ 

ب. شیب نمودار در نقطۀ 

پ. شیب نمودار در نقطۀ 

ت. شیب خط 

ث. شیب خط 

ج. شیب خط 

y = f(x)

m1m2⋯m6

A

B

C

AB

y = 1

y = −x

معادلۀ خط مماس بر منحنی تابع  را در نقطۀ  واقع بر نمودار تابع بنویسید.  20f(x) = − + 10xx2A(2, f(2))
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 الف)  توابع  و  توابع خطی هستند و باید ضابطۀ آنها را بیابیم. براي تابع  باید خط گذرنده از نقاط  و  و همچنین خط

گذرنده از نقاط  و  را بیابیم.

 

 براي یافتن تابع  باید خط گذرنده از نقاط  و  را بیابیم.
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lim
x→x0

f(x) − f( )x0

x − x0
= lim

x→−1

1 − 2 − f(−1)x2

x + 1
= lim

x→−1

1 − 2 + 1x2

x + 1

= lim
x→−1

−2 + 2x2

x + 1
= lim

x→−1

−2( − 1)x2

x + 1
= lim

x→−1

−2(x + 1)(x − 1)

x + 1

= −2(x − 1)lim
x→−1

= −2(−2) = 4

1) x = 2 → y = 12 − 4 + 1 = 9 →
∣

∣
∣

2
9

2) = (2) = =m مماس f ′ lim
x→2

f(x) − f(2)

x − 2
lim
x→2

3 − 2x + 1 − f(2)x2

x − 2

= = = 6 + 4 = 10lim
x→2

3 − 2x − 8x2

x − 2
0
0

− →−−−−−−−
x−2 یعنی

تقسیم بر عامل ابھام
lim
x→2

(x − 2)(3x + 4)

x − 2

3) y − = m(x − ) → y − 9 = 10(x − 2) → y = 10x − 11y1 x1

40

: (x) = 12 + 4xh′ x3 → (x) = 36 + 4h′′ x2 → (1) = 36 + 4 = 40h′′

fgf(0, 0)(2, 4)

(2, 4)(4, 0)

(0, 0), (2, 4) ⇒ m = = 2 ⇒ y − 0 = 2(x − 0) ⇒ y = 2x
4 − 0
2 − 0

(2, 4), (4, 0) ⇒ m = = −2 ⇒ y − 0 = −2(x − 4) ⇒ y = −2x + 8
4 − 0
2 − 4

f(x) = { 2x
−2x + 8

0 ≤ x ≤ 2
2 < x ≤ 4

g(0, 4)(4, 0)

(0, 4), (4, 0) ⇒ m = = −1 ⇒ y − 0 = −1(x − 4) ⇒ y = −x + 4 ⇒ g(x) = −x + 4
4 − 0
0 − 4

h(x) = f(x) ⋅ g(x) ⇒ (x) = (x) ⋅ g(x) + (x) ⋅ f(x)h′ f ′ g′
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 تابع  در  مشتق ناپذیر است زیرا:

 

 چون  موجود نیست بنابراین  نیز وجود ندارد.

 

ب)

 

 چون  موجود نیست پس  هم وجود ندارد.

 

سرعت حرکت علی با دوچرخه  متر در ثانیه و سرعت حرکت رضا با پاي پیاده  متر در ثانیه است. حال مسافت طی شده توسط علی و رضا را در بازة زمانی  یافته و با هم مقایسه  6
می کنیم.

  مسافت طی شده توسط علی

 مسافت طی شده توسط رضا
 حال با محاسبۀ اختلاف مسافت یا نسبت مسافت طی شده توسط این دو نفر داریم:

 

 بنابراین مورد «ث» صحیح است.

 7

 8

 تابع  در  پیوسته است. (حد راست  حد چپ  مقدار تابع  )

 

f(1) = 2 , 0 < x < 2 ⇒ f(x) = 2x ⇒ (x) = 2 ⇒ (1) = 2f ′ f ′

g(1) = 3 , g(x) = −x + 4 ⇒ (x) = −1 ⇒ (1) = −1g′ g′

(1) = (1) ⋅ g(1) + (1) ⋅ f(1) = 2 × 3 + (−1) × 2 = 6 − 2 = 4h′ f ′ g′

fx = 2

(2) = = = = 2f ′
− lim

x→2−

f(x) − f(2)

x − 2
lim
x→2−

2x − 4
x − 2

lim
x→2−

2(x − 2)

x − 2

(2) = = = = −2f ′
+ lim

x→2+

f(x) − f(2)

x − 2
lim
x→2+

−2x + 8 − 4
x − 2

lim
x→2+

−2(x − 2)

x − 2
(2)f ′(2)h′

f(3) = 2 , (3) = −2 , g(3) = 1 , (3) = −1f ′ g′

(3) = (3) ⋅ g(3) + (3) ⋅ f(3) = −2 × 1 + (−1) × 2 = −4h′ f ′ g′

k(x) = ⇒ (x) =
f(x)

g(x)
k′

(x)g(x) − (x) ⋅ f(x)f ′ g′

(x)g2

(1) =k′
(1)g(1) − (1)f(1)f ′ g′

(1)g2

(1) = = =k′
2 × 3 − (−1) × 2

32

6 + 2
9

8
9

(2)f ′(2)k′

(3) = = = = 0k′
(3)g(3) − (3)f(3)f ′ g′

(3)g2

(−2) × 1 − (−1) × 2

12

−2 + 2
1

js[ , ]t1 t2

= ⋅ Δt = j ⋅ Δtx
A

V
A

= ⋅ Δt = s ⋅ Δtx
R

V
R

− = j ⋅ Δt − s ⋅ Δt = (j − s)Δtx
A

x
R

= = ⇒ = ⋅
x
A

x
R

j ⋅ Δt

s ⋅ Δt

j

s
x
A

j

s
x
R

f(x) = ⇒ (x) = =
x2

x + 1
f ′

2x(x + 1) − x2

(x + 1)
2

+ 2xx2

(x + 1)
2

(x) = =f ′′
(2x + 2) − 2(x + 1)( + 2x)(x + 1)

2
x2

(x + 1)
4

(x + 1)((2x + 2)(x + 1) − 2( + 2x))x2

(x + 1)
4

(x) = ⇒ (1) = = =f ′′
(2x + 2)(x + 1) − 2( + 2x)x2

(x + 1)
3

f ′′
4 × 2 − 2 × 3

23

2
8

1
4

f(x) = x = x = x|x − 2|− 4x + 4x2
− −−−−−−−−−

√ (x − 2)2
− −−−−−−

√

f(x)= 2x0==0 =

( ) = = =f ′ x0 lim
x→x0

f(x) − f( )x0

x − x0
lim
x→2

x|x − 2| − f(2)
  

0

x − 2
lim
x→2

x| |x − 2
  

0

x − 2
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 پس تابع در  مشتق ناپذیر است.

(  تابع  در  پیوسته است. (حد راست  حد چپ  مقدار تابع 

 

 پس تابع در  مشتق ناپذیر است.

( تابع  در  پیوسته است. (حد راست  حد چپ  مقدار تابع 

 

 

 

 پس تابع در  مشتق ناپذیر است.

 9

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

( ) = = = x = 2f ′ 2+ lim
x→2+

x| |x − 2
  +

x − 2
lim
x→2+

x(x − 2)

(x − 2)
lim
x→2+

( ) = = = (−x) = −2f ′ 2−
lim
x→2−

x| |x − 2
  −

x − 2
lim
x→2−

−x(x − 2)

(x − 2)
lim
x→2−

= 2x0

f(x)= 0x0==0 =

( ) = = = ×f ′ x0 lim
x→x0

f(x) − f( )x0

x − x0
lim
x→0

−1 − 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√ f(0)
  0

x − 0
lim
x→0

1 − 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

x

1 + 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

1 + 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

= =lim
x→0

1 − 1 + x2
− −−−−−−−−

√

x 1 + 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√
lim
x→0

| |x
 0

x 1 + 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

( ) = = = =f ′ 0+
lim
x→0+

| |x
 +

x 1 + 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√
lim
x→0+

x

x 1 + 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√
lim
x→0+

1

1 + 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

1

2
−−

√

( ) = = = =f ′ 0−
lim
x→0−

| |x
 −

x 1 + 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√
lim
x→0−

−x

x 1 + 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√
lim
x→0−

−1

1 + 1 − x2
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

−1

2
−−

√

= 0x0

f(x)= −3x0==0 =

( ) = =f ′ x0 lim
x→x0

f(x) − f( )x0

x − x0
lim
x→−3

−|x + 3|
− −−−−−

√ f(−3)
  0

x + 3

= × =lim
x→−3

|x + 3|
− −−−−−

√

x + 3

|x + 3|
− −−−−−

√

|x + 3|
− −−−−−

√
lim
x→−3

|x + 3|

(x + 3) |x + 3|
− −−−−−

√

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

(− ) = = = = = +∞f ′ 3+
lim

x→(−3)+

| |x + 3
  +

(x + 3) |x + 3|
− −−−−−

√
lim

x→(−3)+

(x + 3)

(x + 3) |x + 3|
− −−−−−

√
lim

x→(−3)+

1

|x + 3|
− −−−−−

√

1

0+
−−−

√

(− ) = = = = = −∞f ′ 3−
lim

x→(−3)−

| |x + 3
  −

(x + 3) |x + 3|
− −−−−−

√
lim

x→(−3)−

−(x + 3)

(x + 3) |x + 3|
− −−−−−

√
lim

x→(−3)−

−1

|x + 3|
− −−−−−

√

−1

0+
−−−

√

= −3x0

f(x) = ( − 8x + 7 → (x) = 19( − 8x + 7 (3 − 8)x3 )19 f ′ x3 )18 x2

f(x) = → (x) = 7 ( )( )
3 + 5x2

1 − x

7

f ′ ( )
3 + 5x2

1 − x

6
6x(1 − x) − (−1)(3 + 5)x2

(1 − x)2

f(x) = ( − 8x ( − 5xx2 )11 x3 )4

→ (x) = 11( − 8x (2x − 8)( − 5x + 4( − 5x (3 − 5)( − 8xf ′ x2 )10 x3 )4 x3 )3 x2 x2 )11
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  10

(  ب (

الف (مثبت)

ب (کمتر)

 11

  (الف

y

x
 

  (ب

 

y

x01- 4

1
2

1
  

    (پ

    (ت

    (ث

 12

f(x) = → (x) =
1 − 2x
x + 5

− −−−−−

√3 f ′

1( )
−2(x + 5) − 1(1 − 2x)

(x + 5)2

3 ( )
1 − 2x
x + 5

2
− −−−−−−−−−

⎷
3

f(x) = → (x) =
− 8xx2

− −−−−−
√

1 − 6x
f ′

(1 − 6x) − (−6)
1(2x − 8)

2 − 8xx2
− −−−−−

√
− 8xx2

− −−−−−
√

(1 − 6x)2

E

→ (x) = 2x → (0) = 0f ′ f ′f(x) = x2

→ (x) = 2x − 1 → (2) = 3f ′ f ′f(x) = − xx2

→ (x) = 3 3 > 0f ′ x2 −→−
x>0

x2f(x) = , x > 0x3

→ (x) = 2f ′f(x) = 2x

→ (x) = −3 −3 < 0f ′ x2 −→−
x>0

x2f(x) = − , x > 0x3

y = x → = 1 = −1m خط − →−−
عمود

m مماس

7
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 کافی است از تابع، مشتق گرفته و مساوي  قرار دهیم.

 

هر خطی موازي محور  است، شیبش صفر است بنابراین کافی است از تابع، مشتق گرفته و برابر با صفر قرار دهیم.  13

 

 

الف)  14

1
2
3

1
1 2 3 4

-
1-
2-
3

4

4
-
-
5-
6-
7-
8-
9-

5
6
7
8
9
10

x

y

ب)

 

 تابع در  مشتق ناپذیر است.

 

 تابع در  مشتق ناپذیر است.

   پ)
 

 تابع مشتق در نقاط  و  تعریف نشده است زیرا تابع در این نقاط مشتق ناپذیر است.

−1
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مشتق ( تشریحی)

سید بهروز پرتوي



   ت) نمودار تابع مشتق یعنی  به صورت مقابل است.

 

1
2
3

1 2 3

4
5
6

x

y

f´

0

 15

 تابع در  مشتق ناپذیر است.
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 تابع در  مشتق ناپذیر است.
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درست

 :سرعت لحظه اي
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شیب نمودار در 

شیب نمودار در 

شیب نمودار در 

 شیب خط 

شیب خط 

شیب خط  را  در نظر می گیریم بنابراین داریم:
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مشتق ( تشریحی)

سید بهروز پرتوي



 در نتیجه  است و شیب برابر  است؛ پس معادلۀ خط برابر است با:

 

A(2, 16)16

y − = (2)(x − )y
A

f ′ x
A

⇒ y − 16 = 6(x − 2) ⇒ y = 6x + 4
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مشتق ( تشریحی)

سید بهروز پرتوي


